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第 一 章 理想 流体 


§ 1， 连续 方程 


流体 动力 学 研究 流体 (液体 和 气体 ) 的 运动 ， 因 为 流体 动力 学 
中 考察 的 现象 是 宏观 的 ， 所 以 把 流体 看 作 连 续 介 质 ， 这 意味 着 对 
流体 中 的 任何 小 体 元 , 总 是 假定 它 大 得 仍然 包含 非常 大 量 的 分 子 . 
因此 , 当 我 们 谈 到 无 限 小 体 元 时 , 总 是 指 “ 物 理 上 "的 无 限 小 ， 也 束 
是 说 , 它 与 所 过 论 的 物体 体积 相 比 很 小 , 而 与 分 子 闻 距离 相 比 却 很 
大 .对 流体 质点 和 流体 中 的 点 这 些 术语 ， 都 应 作 类 似 的 理解 ， 例 
如 , 当 我 们 谈 到 某 流体 质点 的 位 移 时 , 我 们 不 是 指 某 一 个 别 分 子 的 
位 移 , 而 是 指 包 含有 许多 分 子 的 体 元 的 位 移 , 虽然 后 者 仍旧 作为 一 
个 点 来 处 理 ， 

可 以 用 一 些 畏 数 来 对 运动 流体 的 状态 作 数学 描述 ， 这些 盯 数 
给 出 访 体 的 速度 分 布 吕 == 必 (x, y,z,t) 和 流体 中 任何 两 个 热力 学 量 
的 分 布 , 例如 庄 力 2(z,y,z, 二) 和 密度 p (zy zt 如 所 周知 , 只 
要 给 定 任意 两 个 热力 学 量 的 值 , 同时 给 定 状 态 方程 , 所 有 的 热力 学 
量 都 可 由 此 确定 ; 因此 , 如 果 我 们 给 定 了 五 个 量 ， 即 速度 的 三 个 
分 量 , 压 力 p 和 密度 0, 则 运动 流体 的 状态 就 完全 确定 了 . 

一 般 来 说 , 所 有 这 些 量 都 是 坐标 x,y,z 和 和 时间 t 的 函数 .应 当 
强调 指出 ，w(x,y, z, 是 在 给 定时 间 上 和 空间 给 定点 (x,y, z) 上 
的 流体 速度 , 也 就 是 说 , 它 是 属于 空间 固定 点 的 ， 而 不 是 属于 流体 
中 特定 质点 的 ; 后 者 在 时 间 过 程 中 要 经 常 改变 其 空间 位 置 . 这 一 说 
明 问 样 适 用 于 2 和 也 

现在 来 推导 流体 动力 学 的 基本 方程 组 ， 我 们 从 表示 物质 守恒 


ee 了 9 





的 方程 开始 ， 考 虑 空间 的 某 个 体积 mn， 该 体积 中 流体 的 质量 是 
| per, 其 中 , p 是 流体 密度 ,积分 遍及 整个 体积 Fo， 单位 时 间 内 流 
过 体积 界面 面 元 4j 的 流体 质量 是 pw.4f; 矢量 4 的 大 小 等 于 面 
元 的 面积 , 方向 则 沿 面 元 的 法 线 方向 ， 按 照 惯例 ， 我 们 取 dy 沿 外 
法 向 ， 于 是 , 如 果 流体 流出 该 体积 , 则 pm :dy 为 正 ;如 果 流 进 该 体 
积 , 则 为 负 ， 所 以 , 单位 时 间 内 流出 体积 Fe 的 流体 总 质量 是 

Pb pw-al, 


其 中 ,积分 取 在 包围 该 体积 的 整个 封闭 曲面 上 . 
其 次 , 单位 时 间 内 体积 VV 中 减少 的 流体 质量 可 以 写成 


Jr 
| paV. 
使 上 面 两 个 式 子 相等 , 得 
充 |Pa7 一 一 Pb pwdf. (1. 1) 


利用 格林 公式 , 可 以 将 曲面 积分 变换 为 体积 分 : 
Pov.af=|v: (po)ay. 


上 给 +v-(ov) lar=0. 


因为 这 个 方程 必须 对 任何 体积 都 成 立 ， 所 以 被 积 函 数 必须 为 零 ， 
EL : 


9p ,vu 
Dry (pV) =0. (1. 2) 


这 就 是 连续 方程 ， 把 表达 式 V' (pV) 展开 , 我 们 也 可 以 将 (1. 2) 式 
9p 


7 FF- PPV' 十 已 VDO=0。 《1. 3 ) 
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ba 


了 = pm 
称 为 质量 通 量 密度 , 它 的 方向 就 是 流体 运动 的 方向 , 而 它 的 大 小 等 
于 单位 时间 内 流 过 与 速度 垂直 的 单位 面积 的 流体 质量 . 


§ 上 ， 欧 拉 方 程 


我 们 考虑 流体 中 的 某 个 体积 ， 作 用 在 这 个 体积 上 的 合力 等 于 
压力 的 积分 : 


其 积分 域 为 该 体积 的 界面 ， 将 它 变 为 体积 分 , 有 
和 braf =—|vpay. 


由 此 得 知 ,任何 体 元 a 周围 的 流体 作用 在 该 体 元 上 的 力 为 一 4Vv?. 
换言之 , 可 以 说 有 等 于 一 Vz 的 力作 用 在 单位 体积 的 流体 上 。 

现在 ， 我 们 使 作用 力 一 Vp 等 于 单位 体积 的 质量 (o) 与 加 速度 
dv /dt 的 乘积 , 就 可 以 写 出 流体 体 元 的 运动 方程 


pV (2. 1) 


这 里 出 现 的 导数 4dv/dt， 并 不 是 空间 固定 点 上 流体 速度 的 变 
化 率 ， 而 是 一 个 给 定 的 流体 质点 当 它 在 空间 中 运动 时 的 速度 变化 
率 . 但 这 个 导数 应 当 用 在 空间 固定 点 上 给 定 的 量 来 表示 . 为 此 , 应 
当 提 及 , 一 个 给 定 流体 质点 在 时 间 间 隔 at 中 的 速度 变化 Lvw 由 两 
部 分 组 成 , 就 是 空间 一 国定 点 上 的 速度 经 过 时 间 dt 后 的 变化 和 相 
距 为 gr 的 两 点 (在 同一 瞬时 ) 的 速度 差 , 其 中 , dr 是 给 定 流体 质点 
经 过 时 间 4 所 移动 的 距离 。 第 一 部 分 为 (92/3i)dt, 这 里 的 偏 导 
数 92/9t 是 对 不 变 的 x,y, z， 即 在 空间 给 定点 上 取 的 。 第 二 部 分 
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dV dV ,AV 
——— -dy -dz —— 
Rg or Toy oay gz 


(dT). 
QV 
dv= (3 ) dt + (ar. Vy)v, 


残 者 , 两 边 问 除 以 尼 , 有 


dV dV 


z VY, (2. 2) 
将 它 代 入 (2.1) 式 , 我 们 得 到 
cs 二 
本 (VV ov?: (2. 3) 


这 就 是 所 要 求 的 流体 运动 方程 ， 它 是 由 欧 拉 在 1755 年 首先 得 到 
的 , 称 为 欧 拉 方程 , 是 流体 动力 学 基本 方程 之 一 . 

如 果 流 体 处 于 重力 场 中 , 则 有 附加 力 pg 作用 在 任何 一 个 单位 
体积 上 ， 其 中 g 是 重力 加 速度 .这 个 力 必须 加 在 方程 (2.1) 的 右 
边 . 这 样 ,方程 (2.3) 就 取 下 列 形式 


9V 
3 UY VI. (2. 4) 


在 推导 运动 方程 时 ， 我 们 没有 考虑 能 量 耗 散 过 程 ， 在 运动 流 
体 中 , 由 于 流体 的 内 摩擦 (粘性 ) 和 流体 不 同 部 分 之 间 的 热 交 换 , 会 
发 生 这 种 过 程 . 所 以 , 本章 的 这 一 市 以 及 以 后 各 市 的 全 部 讨论 , 只 
适用 于 导热 和 粘性 都 不 起 重要 作用 的 流体 运动 ， 这 种 流体 称 为 理 
想 流体 . 

流体 各 部 分 之 闻 ( 当 然 ， 还 包括 流体 和 相 邻 物体 之 间 ) 没 有 热 
交换 ， 这 意味 着 整个 流体 中 发 生 的 运动 都 是 绝热 的 ， 因 此 ， 理 想 
流 体 的 运动 必须 假设 为 绝热 的 . 

在 绝热 运动 中 , 当 任 何 质 点 在 空间 改变 其 位 置 时 , 它 的 焙 保 持 
不 变 . 单位 质量 的 炉 记 为 s, 我 们 可 以 将 绝热 运动 条 件 表示 为 
4。 





As _ 

ee 
这 里 和 (2. 1) 式 一 样 , 对 时 间 的 全 导数 表示 一 个 给 定 流 体质 后 在 运 
动 中 的 炉 变 化 率 ， 这 一 条 件 也 可 以 写 为 


9s 
: 一 0. ,6 
3 VS 一 (0 (2. 6) 


0， (2.5) 


这 是 描述 理想 琉 体 绝热 运动 的 普遍 方程 ， 应 用 (1 2) 式 , 我 们 可 以 
把 它 写成 炉 的 “连续 方程 ” 


(ps) TV (psm) 一 0， (2.7) 


乘积 psv 为 “ 炸 量 密度 ”. 

必须 记 住 ， 绝 热 方程 通常 取 一 种 更 简单 的 形式 .如 果 像 经 常 
过 到 的 那样 , 在 某 个 初始 时 刻 疲 体 整个 体积 中 的 箭 为 一 稍 数 , 则 在 
所 有 时 刻 , 并 且 对 于 任何 后 续 运 动 , 糯 将 到 处 保持 为 同一 币 数 ， 在 
这 种 情况 下 , 我 们 就 可 以 将 绝热 方程 简单 地 写 为 

5 一 常数 . (2. 8) 

后 面 , 我 们 将 经 常 这 样 用 ， 这 样 一 种 运动 称 为 等 精 运 动 . 

我 们 可 以 利用 等 箭 运动 这 一 事实 , 把 运动 方程 (2. 3) 写 成 稍 许 
不 同 的 形式 .为 此 , 我 们 运用 熟悉 的 热力 学 关系 

d0 一 和 ds 上 Ti2， 

其 中 忆 是 单位 质量 流体 的 烩 ,7 了 =1/po 契 比 容 , 了 是 温度 .因为 $= 
常数 , 就 有 


人 
p 
从 而， 
VP _ vp 
二 一 


因此 , 方程 (2.3) 可 以 写成 如 下 形式 





a 
ot 


还 应 提 及 欧 拉 方 程 的 另 一 种 形式 ， 其 中 仅仅 包含 速度 ， 应 用 矢量 
分 析 中 的 熟知 公式 


FV =0X(VXO) + YD, 
可 以 把 (2.9) 式 写成 


+ (VV)V=—Vw. (2. 9) 


OV Ux (VX V)=—Vw, (2. 10) 
如 果 在 方程 两 边 取 旋 度 , 就 得 到 

号 (Yxm) 一 VX[wox(Vx 2)], (2. 11) 
上 式 仅仅 包含 速度 . 


有 了 运动 方程 ， 还 需 补充 列 出 在 流体 界面 上 必须 满足 的 边界 
条 件 。 对 于 理想 流体 ， 边 界 条 件 显 然 指 流体 不 能 穿 透 固体 表面 . 
这 意味 着 , 如 果 界 面 处 于 静止 , 垂直 于 界面 的 流体 速度 分 量 必须 为 
零 ， 即 

vn 一 0。 《2. 12) 

在 运动 界面 的 一 般 情 形 下 , v 必须 等 于 界面 速度 的 相应 分 量 . 

在 两 种 互 不 混合 的 流体 之 间 的 边界 上 ， 边 界 条 件 为 两 种 流体 
的 压力 和 垂直 于 分 界面 的 速度 分 量 必须 相同 ， 并 且 每 个 垂直 速度 
分 量 都 必须 等 于 界面 速度 的 相应 分 量 ， 

正如 在 $ 1 的 开头 就 说 过 的 , 运动 流体 的 状态 被 五 个 量 一 一 速 
度 2 的 三 个 分 量 , 以 及 , 璧 如 说 , 压力 p 和 密度 p 一 一 确定 . 因此 ， 
这 人体 动力 学 完备 方程 组 的 方程 数 必须 是 五 个 ， 对 于 理想 流体 ， 这 
些 方 程 就 是 欧 拉 方程 ,连续 方程 和 绝热 方程 ， 


问 题 


写 出 关于 变数 a,t 的 理想 流体 一 维 运动 方程 ， 共 中 a ( 称 为 拉 格 朗 日 变 
。 6 。 





量 I) 是 流体 质点 在 菜 一 时 刻 t=t 的 zx 坐标. 

解 : 在 这 些 变 数 下 , 任 一 质点 在 任何 时 刻 的 z 坐标 可 看 作 t 和 它 的 初始 
时 刻 坐 标 a 的 消 数 : 7 二 x(a, ， 于 是 , 在 流体 元 的 运动 过 程 中 ,质量 守恒 条 
件 (连续 方 程 ) 可 写 为 pdz= poda, 或 者 


2DX 
(2) = 


Pola) 是 给 定 的 初始 密度 分 布 。， 根据 定义 , 流体 质点 的 速度 是 v= (2z/36) 。， 
而 导数 (39919 站 给 出 质点 在 返 动 过 程 中 的 速度 变化 率 ， 欧 拉 方 程 变 为 


( 邹 ) 二 3 ) 
2t -ey Po\ 9a 人 


绝热 方程 则 是 


§ 3， 流 体 静 力学 

对 于 均匀 重力 场 中 的 静止 流体 , 欧 拉 方程 (2.4) 的 形式 为 

Vp= pg, (3. 1) 

这 个 方程 描述 了 流体 的 力学 平衡 。( 如 果 不 存在 外 力 , 平衡 方程 就 
十 V7=0, 即 7= 常 数 ;流体 中 每 一 点 的 压力 相同 , ) 

如果 可 以 假设 流体 的 密度 在 整个 体积 中 不 变 , 也 就 是 说 , 如 果 
在 外 力作 用 下 流体 没有 显著 压缩 , 方程 (3.1) 就 能 直接 积分 ， 取 
轴 垂 直 癌 上 ， 我 们 有 
因此 

?三 一 p92 十 常数 ， 

如 果 欧 止 流体 在 高 度 及 上 有 一 自由 面 ， 在 自由 面 的 每 一 点 上 作用 


(DD 必须 说 明 ， 虽 然 这 些 变 量 通常 称 为 拉 格 朗 日 变量 ， 但 是 ， 欧 拉 在 得 出 方程 
(2.3) 的 同时 , 已 第 一 次 得 出 这 些 变量 下 的 运动 方程 . 


vt FF « 





相同 的 外 压力 po， 则 该 自由 面 必 为 水 平平 面 z=h.。， 根据 z= 各 时 
p= 二 po 的 条 件 , 我 们 求 得 常数 为 po 十 p97 所 以 

p=po dp9 hz). (3. 2) 

对 于 非常 大 的 液体 团 以 及 对 于 气体 ， 密 度 p 一 般 不 能 假定 为 

常数 ; 这 一 点 特别 适用 于 气体 (例如 大 气 )。 让 我 们 假设 流体 不 仪 
处 于 力学 平衡 而 且 也 处 于 热平衡 , 于 是 ,各 点 上 的 温度 都 相同 ， 方 
程 (3.1) 可 按 下 列 步 又 积分 ， 利 用 熟知 的 热力 学 关系 

4 中 一 一 sd -+Vap, 
其 中 , 中 是 单位 质量 流体 的 热力 学 势 . 当 温 度 不 变 时 ， 

d 
dD=Vdp= 


由 此 看 出 , 在 这 种 情况 下 表达 式 VP/p 可 以 写成 YB， 从 而 平衡 方 


程 (3.1) 有 下 列 形式 : 
VO=&. 
当 &g 是 沿 负 z 轴 方 向 的 一 个 党 矢量 时 , 我 们 有 
三 一 VC92) 。 

于 是 

V(P+9z)=0, 
由 此 ， 我 们 得 出 在 整个 流体 中 有 

中 十 gz 二 常数 ; (3. 3) 
92 是 单位 质量 流体 在 重力 场 中 的 势能 . 由 统计 物理 可知 条件 
《3.3) 即 为 处 于 外 力 场 中 的 体系 达到 热力 学 平衡 的 条 件 . 

这 里 , 我 们 可 以 指出 方程 (3.1) 的 为 一 个 简单 结论 ， 如 果 流 体 
(如 大 气 ) 在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 ， 它 的 压力 可 以 仅 为 高 度 z 的 
函数 (因为 , 如 果 同 一 高 度 不 同 点 上 的 压力 不 同 , 则 将 引起 运动 ). 
于 是 ,从 (3.1) 式 得 出 密度 


， (3.4) 





也 只 是 z 的 函数 .而 由 压力 和 密度 就 可 以 确定 温度 , 所 以 , 温度 也 
只 是 z 的 函数 . 这样， 对 在 重力 场 中 达到 力学 平衡 的 流体 ， 其 压 
力 、 密 度 和 温度 分 布 仅仅 依赖 于 高 度 ， 比 方 说 , 如 果 同 一 高 度 不 同 
点 上 的 温度 不 同 , 那么 力学 平衡 是 不 可 能 的 . 
最 后 , 我 们 来 推导 非常 大 流体 团 (如 恒星 ) 的 平衡 方程 , 其 中 流 

体 各 部 分 是 由 于 引力 的 吸引 而 结合 在 一 起 的 ， 设 $ 为 流体 引力 场 
的 牛顿 引力 势 , 它 满足 微分 方程 

人 0 4xGp, (3. 5) 
其 中 , G 为 牛顿 引力 常数 .引力 加 速度 为 一 Vv$, 所 以 作用 在 质量 p 
上 的 力 就 是 一 pV$， 因 此 ,平衡 条 件 是 

Vp=—pVv9. 
两 边 同 除 以 o, 并 同 取 散 度 , 再 利用 方程 (3. 5), 就 得 到 


1 
v-(= V2 )=—4rGp. (3. 6) 
必须 强调 指出 , 这 里 的 讨论 仅仅 考虑 了 力学 平衡 ， 方 程 (3.6) 并 不 
以 存在 完全 的 热平衡 为 前 提 . 
如 采 星 体 不 是 旋转 的 , 当 它 处 于 平衡 时 将 呈 球 状 ; 并 且 ， 密 度 
和 压力 分 布 也 将 是 球 对 称 的 ， 因 此 , 在 球 坐 标 中 ， 方 程 (3. 6) 的 形 
式 为 


(2)=—4rGp. (3.7) 


$ 4， 不 发 生 对 流 的 条 件 
流体 可 以 处 于 力学 平衡 ( 即 不 出 现 宏观 运动 ) 而 并 不 同时 处 于 
热平衡 。 即 使 流体 中 温度 不 是 常数 , 作为 力学 平衡 条 件 的 方程 (3. 
1) 还 是 可 以 得 到 满足 的 ， 但是， 由 此 却 产 生 了 关于 这 种 平衡 的 稳 
定性 问题 ， 人们 发 现 , 只 有 当 一 定 的 条 件 得 到 满足 时 , 平衡 才 是 稳 
© 9 。 





定 的 .否则 , 平衡 就 是 不 稳定 的 ; 而 且 ， 这 种 不 稳定 将 导致 流体 的 
流动 , 促使 流体 混合 , 使 得 温度 趋 于 均匀 .这 种 运动 称 为 对 流 .， 因 
此 ， 力 学 平衡 成 为 稳定 的 条 件 也 就 是 不 发 生 对 流 的 条 件 ， 它 可 以 
用 以 下 办 法 推导 出 来 . 

考虑 2: 高 度 处 的 一 个 流体 元 ， 其 比 容 为 了 (2 s)，P 和 s 是 z 
高 度 处 的 平衡 压力 和 粮 ， 假设 该 流体 元 经 历 了 一 个 向 上 的 绝热 移 
动 , 通过 一 段 小 路 程 名 于 是 , 它 的 比 容 变 为 了 (2 s), 其 中 2 是 z 十 E 
高 度 处 的 压力 .为 了 使 平衡 稳定 ， 一 个 必要 (虽然 一 般 不 是 充分 
的 ) 条 件 是 , 作用 在 流体 元 上 的 合力 趋 于 使 它 回 到 原来 位 置 ， 这 意 
味 着 流体 元 必须 比 它 在 新 位 置 上 所 “排出 ”的 流体 重 一 些 . 后 者 的 
比 容 是 V(p',s'),s' 是 x+ 高度 处 的 平衡 彤 ， 因 此， 我 们 有 稳定 
性 条 件 

FS 了 (0， 

将 这 一 差 值 展 成 s 一 s = (ds /ds)& 的 需 级 数 , 得 到 


aoV \ ds 
| (4.1) 
热力 学 公式 给 出 
(再 ol. 
ds . = Pa 
其 中 ep 为 定夺 比 热 。 co 和 也 都 是 正 数 ， 因 此 ，(4.1) 式 可 以 写 
成 
dV \ ds 
5) >0 (4.2) 
绝 大 多 数 物质 如 热 后 膨胀 ， 即 
/a 
二 一 一 9, 
(57),> 
因此 ,不 发 生 对 流 的 条 件 为 
ss>0, (4.3) 


ee 了 人 全 





即 粹 必须 随 高 度 耐 增加. 


由 此 , 我 们 不 难 求 得 温度 梯度 47/dz 必须 满足 的 


导数 ds/dz, 有 
ds dT 9s\ 
dz -( 芝 下 
_c UT /oF \ dp 
-Tdz Ea J 
最 后 , 由 (3. 4) 式 将 


代入 , 我 们 得 到 
9g7 (入 ). 
dz ” co97， 


各 果 温 度 随 高 度 的 增加 而 下 隆 , 关 且 温度 梯度 信 超 过 


(9V 197T)5, 对 流 束 可 能 发 生 . 


假如 我 们 考 开 一 个 完全 气体 的 柱 体 的 平衡 , 那么 





V\a7 /, 


于 是 , 稳定 平衡 的 条 件 简化 为 
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§ 5， 伯 努 利 方程 


条 件 . 展开 


(4. 4) 


(gT /co ): 


(4. 5) 


在 定常 流 的 情况 下 ， 流 体 动力 学 方程 可 大 为 简化 ， 所 谓 定常 
流 , 是 指 流体 所 占有 空间 的 任何 一 点 上 , 其 速度 不 随时 间 变 化 的 流 


动 ， 换 句 话说 , 2 只 是 坐标 的 函数 , 因而 
om | 
7 


于 是 , 方程 (2. 10) 化 为 





FV OX (VU)=— Vw, (5.1) 


现在 我 们 引进 流 线 的 概念 ， 流 线 是 这 样 的 一 些 曲 线 ， 线 上 任 

何 一 点 的 切 向 , 给 出 了 该 点 速度 的 方向 ; 它们 由 下 面 的 微分 方程 组 
人 确定: 

rr_dy_dz (5. 2) 


Vr Vy 2», 
在 定常 流 中 , 流 线 不 随时 间 变 化 ， 并 且 和 流体 质点 的 迹 线 相 一 致 
在 非 定常 流 中 , 这 种 一 致 性 就 不 再 存在 : 流 线 的 切 向 给 出 了 给 定 瞬 
时 空间 各 点 上 流体 质点 速度 的 方向 ; 而 迹 线 的 切 向 则 给 出 了 给 定 
流体 质点 在 不 同时 刻 的 速度 方向 . 

将 方程 (5. 1) 标 乘 以 流 线 上 每 一 点 的 切 向 单位 矢量 , 这 个 单位 
矢量 记 作 1， 大 家 知道 , 梯度 在 任何 方向 的 投影 就 是 沿 那个 方向 的 
方 问 导数 .因此 , Vw 在 1 上 的 投影 为 9w/31， 矢 量 w x (Vx 必 ) 重 
古 于 2, 所以, 它 在 1 方向 的 投影 为 零 ， 于 是 , 由 方程 (5. 1) 我 们 得 


到 
(Ev tw)=0. 


1 WU ph a 3 
由 此 可 知 , 广 吧 二 w 沿 流 线 为 -常数 : 


序 ?" w= 常数. (5. 3) 
对 于 不 同 的 流 线 , 该 常数 一 般 取 不 同 的 值 ， 方 程 (5. 3) 称 为 伯 努 利 
方程 . 
如 果 流 动 发 生 在 重力 场 内 , 重力 加 速度 & 必须 加 到 方程 (5.1) 
的 右边 ， 取 重力 方向 作为 z 轴 , 并 令 向 上 时 z 增 大 , 那么 ,& 和 [ 方 
困 的 夹 角 余弦 就 等 于 一 &z/&7， 从 而 ,gs 在 1 上 的 投影 就 是 


e 12 e 





于 是 , 我 们 就 有 
(So +w+gz)}=0., 


51(\3 
因此 , 伯 努 利 方程 表 明 , 沿 一 条 流 线 

己 好 十 由 二 95 一 常数 ， (5. 4) 
§ 6， 能 量 通 量 


我 们 选取 空间 中 的 某 个 固定 流体 元 ， 并 求 包含 在 这 个 体 元 中 
的 能 量 如 何 随时 间 变 化 ， 单 位 体积 流体 的 能 量 是 


计 pv 十 De 3 


其 中 , 第 一 项 是 动能 , 第 二 项 是 内 能 ，s 是 单位 质量 流体 的 内 能 . 这 
个 能 量 的 变化 由 偏 导数 


9/1 ， 
(Fp? +pe) 
给 
为 了 计算 这 个 量 , 我 们 可 写 出 
9/l 1] »9p DZ) 


一 2 -一 一 i ,es 
于 (于 po] 72 3 TO 了 


或 者 , 利用 连续 方程 (1. 2) 和 运动 方程 (2.3), 有 


9/1 2 yu. Se 
于 (于 om)= VV (PV)— Vv VP pV (VV)Y. 


在 最 后 一 项 中 用 广 m Ver 代 换 2.《v.V)v， 并 用 pVw 一 pTVs 代 


换 V7( 利 用 热力 学 关系 fw 一 Tds 十 二 dp), 得 到 


EA ER 
到 (二 ooj= VoD) 
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— pv. ME w) + pT VsS， 
为 了 变换 导数 9(pe)/9i, 我 们 利用 热力 学 关系 
de=Tds— pdV =Tdst- 人 ap . 
因为 
5 


就 是 单位 质量 流体 的 炊 w, 我 们 得 到 
da(pe)=edpi pade=wap + pTdas, 
因此 


(pe) = ‘woe 和 二 PT 第 = 一 20V' CO) 一 07 人 VS 


这 里 , 我 们 也 利用 Ri 程 (2. 6). 
综合 以 上 结果 , 我 们 求 得 能 量 的 变化 浴 为 
EE 
pw:V(Eo -=w), 
或 者 , 最 后 写成 


6 Ee me a ) 
zl 0? + pe) V [ov( 寺 : 十 她 | (6.1) 


为 了 弄 清 楚 这 个 方程 的 意义 , 我 们 将 它 对 某 个 体积 积分 : 
|(z0” +pe )ay = -|v vl ps (#7 tw) ay, 
或 者 , 将 右边 的 体积 分 转换 为 曲面 积分 , 即 
A tpe)aV =—hov (二 只 To 时 (6. 2) 
左边 是 某 个 给 定 体积 中 流体 能 量 的 变化 率 ， 所 以 右边 的 积分 就 是 


单位 时 间 内 流出 该 体积 的 能 量 ， 由 此 可 见 , 表达 式 
。 14 。 








苞 


v(t wo) (6. 3 ) 
可 以 称 为 能 量 通 量 密度 矢量 ， 其 数值 为 单位 时 间 内 通过 垂直 于 速 
度 方向 的 单位 面积 的 能 量 ， 

表达 式 (6. 3) 表 明 ， 任 何 单位 质量 的 流体 在 运动 期 间 携带 着 
风 十 读 双 的 能 量 ， 这 里 出 现 侩 岂 而 不 是 内 能 e， 这 一 事实 具有 有 明 
最 的 物理 意义 : 代入 

w= 8 TT 

可 以 将 通过 一 个 封闭 曲面 的 能 量 通 量 写 ; 


一 po( Bvte)df — hrwdf. 
第 一 项 是 单位 时 间 内 被 流体 物质 携带 通过 曲面 的 能 量 ( 动 能 和 内 
能 ), 第 二 项 古 作用 在 曲面 内 部 流体 上 的 压力 所 做 的 功 , 


4 7， 动量 通 量 
我 们 来 对 流体 动量 作 类 似 的 讨论 。 单位 体积 流体 的 动量 是 
PV, 现在 来 确定 它 的 变化 率 3Cpw)/3t.。 使 用 张 量 符号 @, 我 们 有 


9p 
pV) = po th 


利用 连续 方程 (1. pe Vy* 《PVD) 写 成 3(pv4)1974 的 形式 ) 


QD 拉丁 字母 下 标 i,,… 取 值 1,2,3， 分 别 对 应 于 矢量 和 张 量 沿 z,，y, z 轴 的 分 
量 . 我 们 将 把 A.B= 41B1 二 48, 十 4,Bs 二 >4iB; 类 型 的 和 , 省 去 求 和 符号 而 简写 为 
4;B; 的 形式 .在 所 有 包含 矢量 或 张 量 的 乘积 中 ， 也 将 采用 类 似 的 处 理 ， 当 一 个 拉丁 
字母 下 标 在 任何 一 项 中 出 现 两 次 时 , 总 是 理解 为 对 所 有 1, 2,3 的 值 求 和 .这 种 下 标 有 
时 称 为 呈 标 ， 在 使 用 咀 标 时 , 应 当 记 住 ， 任 何 一 对 这 样 的 下 标 可 以 用 任何 其 它 一 对 相 
局 的 字母 来 替换 , 因为 下 标 总 要 取 遍 所 有 可 能 的 值 ,所 以 , 用 什么 样 的 下 标 符号 显然 不 
影响 其 和 值 ， 
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ot OX 
和 下 列 形式 的 欧 拉 方 程 
ao _ ,90 1 32 
at “gx Pp Dzi 
我 们 得 到 
3 
pe 
把 右边 第 一 项 写成 如 下 形式 作 
dp Se 
Ox, QZ 
从 而 最 后 得 到 
到 (PoD) = 一 2 上， (7.1) 
其 中 张 量 ;定义 为 
li;;, =p6,; + pviv,. (7. 2) 


这 个 张 量 显 然 古 对 称 的 . 


为 了 阐明 张 量 [Ii 的 意义 ， 将 方程 (7. 1) 对 某 个 体积 进行 积 
分 , 即 


| ov 和 -| 
右边 的 积分 用 格林 公式 变换 为 由 面积 分 @@: 


@@ 5iz 表 示 单 位 张 量 , 即 当 i=k 时 分 量 为 1, 当 i 过 时 分 量 为 零 的 张 量 . 显然 ， 
6izA4 二 4i;， 其 中 4; 为 任何 矢量 ， 与 此 类 似 ， 如 果 hn 为 二 阶 张 量 ， 我 们 有 关系 式 
GivAzt1 二 Au, 0it 4Ait 二 4;; 等 等 ， 

@ ”将 一 个 封 闲 曲 面积 分 变换 为 一 个 以 该 曲面 为 界面 的 体积 上 的 积分 , 其 规则 可 
以 陈述 如 下 : 面 元 dfi 必须 以 算 符 dr 代 换 ， 也 就 是 将 这 个 算 符 作用 到 整个 被 积 
函数 上 . 
e ji6 ® 





F|ovidy = 一 中 safe 全 


人 i 个 动量 分 量 的 变化 率 . 因此 ， 布 
边 的 曲面 积分 就 是 单位 时 间 内 通过 界面 流出 的 动量 数值 .从 而 ， 
Hed 访 为 流 过 面 元 df 的 第 ;个 动量 分 量 . 如 果 将 df :写成 na] 
的 形式 , 其 中 df 是 面 元 的 面积 , n 是 沿 外 法 向 的 单位 矢量 , 我 们 就 
发 现 ，Il;in; 是 第 ;个 动量 分 量 通过 单位 表面 积 的 通 量 、 可 以 指 
出 , 按照 (7. 2) 式 
Ts = PR; tt PVVERE,. 
这 个 表达 式 能 够 写成 和 失 量 形式 
pn DY nN). (7. 4) 
因此 ，11;; 是 单位 时 间 内 流 过 垂直 于 x4 轴 的 单位 面积 的 第 ? 
个 动量 分 量 . 张 量 ix* 称 为 动量 通 量 密 度 张 量 . 能 量 为 一 标量 ， 
能 量 通 量 由 一 矢量 确定 ; 然而 ， 动 量 通 量 却 要 由 一 个 二 阶 张 量 确 
定 , 因为 动量 本 身 为 一 矢量 . 
矢量 (7.4) 给 出 了 了 方向 的 动量 通 量 ， 即 通过 垂直 于 1 的 表 
面 的 动量 通 量 .特别 是 , 取 n 的 方向 平行 于 流体 速度 , 我 们 就 发 现 ， 
在 这 个 方向 上 只 输 运 动量 的 纵向 分 量 , 日 其 遂 量 密度 为 了 十 pv". 
而 在 垂直 于 速度 的 方向 上 , 只 输 运 动量 (相对 于 2) 的 横 回 分 量 , 它 
的 通 量 密度 就 是 2. 


4 8， 环 量 守恒 
沿革 个 封闭 曲线 的 积分 
Fe po-al 


称 为 绕 该 曲线 的 速度 环 量 . 
现 考察 某 时 刻 在 流体 中 画 出 的 一 条 封闭 曲线 ， 我 们 想象 它 是 


@ 7 了 上 





一 条 “流体 周 线 ”， 即 它 是 由 此 时 处 于 该 周 线 上 的 流体 质点 所 组 成 
的 .在 时 间 过 程 中 ,这些 质点 改变 其 位 置 , 所 以 周 线 也 随 寿 它 们 改 
变 位 置 .我 们 来 研究 速度 环 量 将 发 生 什么 样 的 变化 . 换 句 话说 , 我 
们 来 计算 时 间 导 数 


ad 
77 val. 


因为 我 们 是 求 运动 着 的 “流体 周 线 "上 速度 环 量 的 变化 ， 而 不 是 求 
空间 固定 周 线 上 速度 环 量 的 变化 ， 所 以 这 里 我 们 把 它 写成 为 对 时 
间 的 全 导数 ， 

为 了 避免 混 清 , 我 们 暂且 将 对 坐标 的 微分 用 符号 5 表示 ,而 将 
符号 4 留 着 表示 对 时 间 的 微分 . 其 次 我 们 指出 , 周 线 的 线 元 1 可 以 
写成 线 元 两 端点 矢 径 r 的 差 6r. 因此 , 我 们 可 将 速度 环 量 写作 中 心 
57， 当 对 时 间 微分 此 积分 时 , 必须 牢 记 , 不 仅 速度 , 而 且 周 线 本 身 
( 即 它 的 形状 ) 也 是 变化 的 。 所 以 ,在 积分 号 下 取 微分 时 , 我 们 不 仅 
必须 人 微分, 而 且 也 要 微分 67: 

d dV St. 
后 由 v6r= | “GT + 中 v9 


因为 速度 2 正好 是 矢 径 Tr 的 时 间 导 数 ， 本 


dor 公信 ] D2 
Vy 一 人 。 ri 0V = 5 (本 ) 


然而 , 全 人 微分 在 一 条 封闭 曲线 上 积分 为 零 ; 所 以 , 第 二 个 积分 为 零 ， 
结果 剩 下 
生 中 ,GT 一 ber. z 


现在 , 尚 须 用 方程 (2.9) 的 表达 式 


来 代替 加 速度 lm/ 下， 利用 斯 托 克 斯 公式 , 并 由 于 了 x (Vw) 三 0， 
ee 有。 








即 有 


he. 和 | vx x( 2 ) | .8f=0. 


于 是 , 辣 到 前 面 的 符号 , 束 得 到 必 
a 


7 vadl=0. 


或 者 
boar= 常数， (8.1) 


因此 , 我 们 得 出 结论 : 在 理想 流体 中 ， 绕 一 封闭 “流体 " 周 线 的 
束 度 环 量 不 随时 间 变 化 ( 开 尔 芬 定理 或 环 量 守恒 定律 ). 

必须 强调 指出 ， 这 一 结果 是 用 (2.9) 形 式 的 欧 拉 方 程 求 得 的 ， 
因此 , 它 包 含 访 动 为 等 彤 访 这 一 假设 ， 对 于 非 等 箭 六 , 该 定理 不 成 
立 巴 . 
§ 9， 势 流 


由 环 量 守重 定律 ， 可 以 导出 一 个 重要 的 结果 ， 我 们 首先 假设 
流动 是 定常 的 , 并 考虑 一 条 已 知 其 某 点 w 三 Vx( 涡 量 ) 为 零 的 流 
线 . 我 们 在 该 点 近 旁 画 一 条 任意 的 包围 流 线 的 无 穷 小 封闭 曲线 . 根 
据 斯 托 克 斯 定理 , 沿 任 何 无 穷 小 周 线 的 环 量 等 于 Vxw:4f， 其 中 
dj 为 此 周 线 所 围 的 面 元 .因为 现在 所 考虑 的 周 线 位 于 w 三 0 点 的 
近 旁 , 所 以 沿 此 周 线 的 速度 环 量 为 零 . 随 着 时 间 的 推移 , 此 周 线 随 
流体 一 起 运动 , 但 总 是 保持 无 穷 小 ， 且 依然 环绕 同一 流 线 ， 于 是 ， 
由 于 速度 环 量 必须 保持 为 一 营 数 (这 里 为 零 )， 在 这 条 流 线 上 w 一 

@ ”此 结果 在 均匀 重力 场 中 仍然 正确 , 因为 此 情况 下 忌 Xgs0， : 
加 数学 上 ,在 p 和 p 之 间 必需 存在 一 一 对 应 关系 [对 于 等 米 洲 ， 即 s(p, p) = 党 
RE. 一 (1/p) Ya 可 以 写成 某 个 函数 的 梯度 ， 这 个 结果 是 推导 开 尔 芬 定理 所 必 
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这 样 , 我 们 得 到 结论 : 如 果 流 线 上 任 一 点 w= 0, 则 在 此 流 线 的 
所 有 点 上 , o 也 为 零 ， 假 使 流动 为 非 定常 的 ， 这 一 结论 依然 成 立 . 
只 是 必须 用 由 菜 个 特定 的 流体 质点 在 时 间 过 程 中 画 出 的 迹 线 来 代 
亚 流 线 O， 我 们 知道 ， 在 非 定常 流 中 ， 迹 线 和 流 线 一 般 是 不 重合 
的 . 

初 看 起 来 ， 这 一 结论 似乎 可 作为 以 下 推理 的 基础 ， 我 们 来 考 
虚 某 物体 的 定常 绕 流 ， 设 米 流 在 无 穷 远 处 是 均匀 的 ， 来 流速 度 
为 一 常数 ; 因此 ,无穷 远 处 所 有 流 线 上 的 w= 0. 于 是 , 我 们 就 可 以 
断定 , 沿 所 有 流 线 , 即 在 整个 空间 , w 等 于 零 ， 

整个 空间 内 @= 0 的 流动 称 为 势 流 或 无 旋 流 ， 反 之 ， 涡 量 不 
处 处 为 零 的 流动 称 为 有 旋 流 ， 因 此 , 我 们 可 以 得 出 结论 : 车 来 流 在 
无 穷 远 处 是 均匀 的 , 则 它 对 任何 物体 的 定常 绕 流 必 定 是 势 流 . 

与 此 相仿 , 由 环 量 守恒 定律 , 我 们 似乎 还 可 以 作 如 下 推理 ， 假 
设 某 一 瞬时 整个 流体 内 都 是 势 流 ， 则 沿 流 体 中 任何 封闭 曲线 的 束 
度 环 量 为 零 E， 按 开 尔 芬 定理 , 我 们 就 能 断言 , 这 种 情形 在 以 后 的 
任何 时 刻 将 保持 不 变 ， 也 就 是 说 , 我 们 将 得 出 ; 只 要 流动 在 某 一 时 
刻 为 劳 流 , 它 将 在 以 后 任何 时 刻 都 是 势 流 (特别 是 ， 任 何 开始 于 静 
止 状态 的 流动 必 为 势 流 )， 这 与 下 述 事实 是 一 致 的 , 即 如 果 w= 0， 
方程 (2. 11) 总 是 满足 的 . 

然而 事实 上 , 所 有 这 些 结论 都 有 很 大 的 局 限 性 ， 原 因 是 , 上面 
关于 沿 整 个 流 线 w= 0 的 证 明 , 严格 说 来 ,对 于 绕 流 物体 表面 上 的 
流 线 是 不 正确 的 ， 因 为 物体 表面 的 存在 使 我 们 无 法 在 流体 中 作出 


@ 为 避免 误解 ,我们 要 指出 这 个 结论 在 汕 流 中 是 没有 意义 的 (参看 第 三 章 )， 还 
应 注意 , 当 流 线 上 有 激 波 通过 时 , 可 以 产生 非 零 的 涡 量 ， 以 后 将 会 知道 , 这 是 因为 那 种 
疲 动 已 不 再 是 等 箭 流 , 故 不 能 导出 环 量 守恒 定律 (§ 106)， 

名 这 里 为 简单 起 见 ， 我 们 假设 流体 充满 空间 的 一 个 单 连通 区 域 ， 对 多 连通 域 ， 
也 可 以 得 到 同样 的 最 后 结论 , 但 必须 在 推导 中 对 周 线 的 选择 加 上 一 些 限 制 条 件 ， 
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一 条 环绕 这 种 流 线 的 封闭 曲线 ， 因 此 ， 理 想 流 体 运 动 方程 允 主 有 
这 样 的 解 : 在 物体 表面 上 发 生 所 谓 分 离 , 由 曾 在 一 段 距离 上 贴 物 面 
而 过 的 访 线 , 从 某 点 开始 和 物 面 分 离 , 进入 到 流体 内 部 ， 所 得 到 的 
流动 图 象 其 特征 为 ， 存 在 一 个 由 物体 表面 延伸 出 去 的 “ 切 向 间断 
面 ， 在 这 个 面 上 , 流体 的 速度 处 处 和 该 曲面 相 切 , 并 在 它 上 面 出 现 
一 个 间断 换 句 话说 ， 沿 着 切 向 
则 断面， 一 层 流 体 在 另 一 层 流体 
上 面 “ 滑 移 ”， 图 1 表示 了 一 个 间 
断面 ， 它 将 运动 流体 和 物体 后 方 
的 浪 止 流体 区 域 分 天 .从 数学 的 
观点 看 ， 切 癌 速 度 分 量 的 间断 面 
相当 于 一 个 涡 量 不 为 零 的 曲面 @， 

如 果 把 这 类 间断 流 包 括 在 内 ， 理 想 流 体 运 动 方 程 的 解 就 不 是 
唯一 的 : 除了 一 个 连续 流 解 以 外 , 还 允许 有 无 限 多 个 县 有 切 向 间断 
面 的 解 ， 这 些 间 断面 可 以 从 绕 流 物 面 上 任何 一 条 预定 的 曲线 上 开 
始 延 伸 出 去 .但 必须 强调 指出 的 是 , 这 样 的 间断 解 没有 一 个 在 物理 
上 上 有 具有 重要 意义 , 因为 切 问 间断 完全 是 不 稳定 的 . 因此 事实 上 , 这 
种 流动 将 变 为 清流 (参看 第 三 章 )， 

绕 给 定 物体 流动 的 实际 物理 问题 当然 有 了 唯一 解 , 理由 是 , 事实 
上 并 不 存在 理想 流体 ， 任 何 真 实 流体 总 有 一 定 的 粘性 ， 虽 然 也 许 
很 小 ， 这 种 粘性 对 大 部 分 流体 的 运动 实际 上 可 以 没有 什么 影 响 ， 
但 无 论 粘性 多 么 小 , 在 紧 贴 物体 的 洲 薄 一 层 流体 内 , 它 将 会 起 重要 
作用 .这 种 边界 层 内 的 流动 性 质 ， 决 定 了 如 何 从 理想 流体 运动 方 
程 的 无 限 多 个 解 当中 挑选 一 个 适当 的 解 . 不 过 人 们 发 现 ， 在 任意 
形状 物体 绕 流 的 一 般 情 况 下 , 分 离 流 解 是 不 能 采用 的 ; 因为 ， 如 果 





中 事实 上 ,在 理想 流体 运动 中 ， 此 处 的 涡 量 为 无 限 大 ， 故 切 向 疗 断 面 也 称 涡 面 
一 一 中 译 者 注 。 
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出 现 分 离 , 势必 导致 湛 流 . 

尽管 有 上 述 情 况 , 对 连续 定常 有 势 绕 流 , 研究 其 运动 方程 的 解 
在 某 些 情况 下 还 是 有 意义 的 . 虽然 在 任意 形状 物体 绕 流 的 一 般 销 
况 下 , 真实 流动 图 象 和 势 流 图 象 几 乎 诸 不 相干 ; 但 是 , 对 于 某 些 特 
殊 形状 的 物体 (“ 流 线形 物体 "一 8$46)， 真 实 流动 和 势 流 却 可 以 
相差 其 微 . 更 确切 地 说 ， 除 了 物 面 上 薄 薄 一 层 流 体 和 物体 后 方 
-比较 狭窄 的 “ 尾 流 "区 以 外 , 流动 是 势 流 . 

荔 流 的 为 一 个 重要 实例 是 淹没 在 流体 中 的 物体 作 微 振动 时 
发 生 的 情况 ， 容 易 证 明 ， 如 果 振 动 的 幅度 a 远 小 于 物体 的 线 度 
l(a 分), 物体 的 红 流 将 为 劳 流 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 估计 一 下 欧 
拉 方 程 

SR 十 (VV)V=—Vy 


中 各 项 的 数量 级 . 

当 通 过 的 距离 具有 物体 线 尺度 1 的 量 级 时 ， 流 体 速 度 必 发生 
显著 的 变化 (变化 量 和 物体 振动 速度 4 为 同一 数量 级 )， 因 此 , 速 
度 忆 对 坐标 的 导数 的 量 级 为 &/, 速度 己 本身 的 数量 级 (在 与 物体 
相距 很 小 的 范围 内 ) 则 决定 于 的 大 小 , 从 而 我 们 有 


(0:V)o~. 


导数 9 /9t 的 数量 级 为 ouw 这 里 @ 是 振动 的 频率 .因为 


0 一 一 ， 
则 有 

am 双 

ot a 
于 是, 由 不 等 式 

a<l, 
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可 以 知道 (2.V)m 远 小 于 3w/3t 因此 可 了 略 去 不 计 。 这 样 ,流体 的 
运动 方程 就 变 为 
gz | 


人 


在 方程 两 边 取 旋 度 , 我 们 得 到 
(VX Vv) 二 0， 即 yxv= 常 数 . 


但 在 振动 中 速度 的 时 间 平 均 和 值 为 零 ， 所 以 ,Vx 常数 也 就 意味 
VXVv=0., 

因此 , 作为 一 次 近似 , 进行 小 振动 的 流体 运动 是 势 流 . 

现在 ,可 以 得 到 势 流 的 某 些 一 般 性 质 . 我们 首先 回想 一 下 , 环 量 
守恒 定律 的 推导 及 其 全 部 推论 都 是 建立 在 等 业 流 假设 的 基础 上 
的 .如 果 访 动 不 是 等 丧 的 , 该 定律 就 不 成 立 . 因而, 即使 某 一 时 刻 
存在 势 流 , 在 以 后 的 时 刻 涡 量 一 般 也 不 为 零 。 所 以 , 事实 上 只 有 等 
炉 疲 才能 是 势 流 . 
按照 斯 托 克 斯 定理 

pb val= [vxw.af, 


其 中 , 右边 的 积分 域 是 以 所 讨论 曲线 为 周 界 的 曲面 ， 从 而 得 知 , 势 
流 中 任何 封闭 曲线 上 的 速度 环 量 都 是 零 ; 


Poal=0. (9. 1) 


特别 是 ， 由 此 可 以 推断 在 势 流 中 不 可 能 存在 闭合 的 流 线 @， 因 为 ， 
既然 疲 线 上 每 一 点 的 切 向 , 就 是 该 点 速度 的 方向 , 那么 沿 这 种 曲线 


中 这 一 结论 如 同 (9. 1) 式 一 样 ,对 多 连通 空间 域内 的 运动 可 能 是 不 正确 的 . 如 果 
计算 环 量 的 封闭 曲线 不 越过 区 域 边界 就 不 可 能 缩 至 一 点 ， 则 在 这 个 区 域内 的 势 流 中 ， 
速度 坏 量 可 以 不 为 零 。 
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的 环 量 决 不 为 零 . z 
有 旋 运 动 中 , 速度 的 环 量 通常 不 为 零 ， 在 此 情况 下 , 可 以 存在 
闭合 的 流 线 ， 但 是 , 必须 强调 指出 , 闭合 流 线 的 存在 并 不 是 有 旋 运 
和 任何 无 旋 的 矢量 场 一 样 ， 势 流 中 的 速度 可 以 表示 为 某 个 标 
量 的 梯度 , 这 个 标量 称 为 建 度 势 , 记 作 9: 
WV—= Vy. (9, 2) 
写 出 (2. 10) 形 式 的 欧 拉 方 程 
go Lov wx (VX) =—Yw, 
并 以 加 二 V9 代入 , 我 们 在 
Vv (名 + 二 十 w )=0, 
由 此 得 
96 1， 
ai To? +w=f(t), (9. 3) 
这 里 ，f(t) 是 上 时间 的 任意 函数 ， 这 个 等 式 是 势 流 方程 的 一 个 初 积 
分 ， 等 式 (9.3) 中 的 函数 f(t) 可 以 为 零 而 不 致 拓 去 普遍 性 ; 因为 
既然 速度 是 上 的 空间 导数 ， 我 们 就 可 以 在 $8 上 加 任何 一 个 时 间 的 
函数 ， 以 $ 十 [fa 代替 #, 得 等 式 (9. 3) 的 右边 为 零 . 
对 于 定 当 运动 , 我 们 有 (使 势 国 数 $ 与 时 间 无 关 ) 
of _ 人 
a 一 f(t)= 溃 数 ， 
于 是 , (9.3) 式 就 变 为 伯 努 利 方程 
证 ww 三 常数 ， (9. 4) 
这 里 要 强调 的 是 ， 势 流 的 伯 努 利 方程 和 其 它 流动 的 伯 努 利 方程 有 
一 个 重大 差别 :在 一 般 情 况 下 ， 右 边 的 “常数 ” 沿 任 一 给 定 流 线 不 
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变 ,但 对 不 同 的 流 线 为 不 同 的 值 ; 而 在 努 流 中 ， 它 对 整个 流体 而 计 
都 是 不 变 的 ， 这 一 点 提高 了 伯 努 利 方程 在 势 流 研 究 中 的 重要 性 . 


$ 10. 不 可 压缩 流体 

在 许多 液体 流动 (也 有 些 气 体 流动 ) 的 情况 下 ， 可 假设 流体 的 
密度 是 不 变 的 , 就 是 说 , 可 以 设 它 在 整个 流体 空间 和 在 整个 流动 过 
程 中 为 一 常数 .换言之 , 在 这 种 情况 下 , 流体 不 存在 显著 的 压缩 或 
膨胀 ， 我 们 称 之 为 不 可 压缩 流 . 

对 于 不 可 扑 缩 流体 , 流体 动力 学 的 一 般 方程 组 可 以 大 大 简化 . 
的 确 , 如 果 我 们 令 p= 常数 , 欧 拉 方程 没有 什么 改变 , 只 是 方程 (2. 
4) 中 的 p 可 以 放 到 梯度 算 符 下 面 : 


dV EE pa 
P+(vV) 0= v(2)+s. (10. 1) 
但 是 另 一 方面 , 当 p 为 常数 时 , 连续 方程 取 以 下 简单 的 形式 : 
V:v=0. (10. 2) 


既然 密度 不 再 象 一 般 情 况 那 样 是 一 个 未 知 函 数 ， 不 可 压缩 流 
体 的 流体 动力 学 基本 方程 组 就 可 以 化 为 只 含 速度 变量 的 方程 组 . 
这 个 方程 组 就 是 连续 方程 (10. 2) 加 上 方程 (2. 11): 

到 (xm)=Vx[ox(Yxo)] (10. 3 ) 


对 于 不 可 压缩 流体 ， 伯 努 利 方程 可 以 写成 更 简单 的 形式 . 方 
程 (10. 1) 和 一 般 的 欧 拉 方程 (2.9) 不 同 之 处 在 于 它 用 V(z/p) 替 
换 了 Vw， 因 此, 我 们 只 要 将 9/p 代 检 (5.4) 式 中 的 烩 ， 就 可 直接 
写 出 伯 努 利 方程 : 

言 ” 十 卫 +gz= 常 孝 (10. 4) 

对 于 不 可 奈 缩 流体 , 我 们 还 可 将 能 量 通 量 表达 式 (6. 3) 中 的 w 
V4 p/P 代替 ,就 变 为 
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pm( 豆 2 +2) : (10. 5) 
这 是 因为 , 由 熟知 的 热力 学 关系 ; 我 们 有 内 能 变化 的 表达 式 
de—-Tads— paV; 
而 当 


s 二 常数 和 y= 一 = 常数 
时 , 就 有 
de 一 0， Eh 二 常数. 
由 于 能 量 表 达 式 中 的 常数 项 是 无 关 紧 更 的, 所 以 我 们 可 以 在 
Ww 二 区 
D 


中 了 略 去 e. 

不 可 压缩 流体 势 流 的 方程 特别 简单 .如果 Vx =0, 方程 (10. 
3) 自 然 满足 ， 作 代 换 =- vd 方程 (10. 2) 就 变 成 

Ag =0, (10. 6) 

也 就 是 关于 速度 势 $ 的 拉 普 拉 斯 方程 D， 此 方程 还 须 加 上 流体 与 
国体 接触 面 处 的 边界 条 件 : 在 静止 的 固体 表面 上 , 垂直 于 物 面 的 流 
体 速度 分 量 w 必 须 为 零 ; 对 运动 着 的 固体 表面 ,v0 则 必须 等 于 表面 
运动 速度 的 法 向 分 量 (是 时 间 的 给 定 函 数 )， 而 速度 v 又 等 于 速 
度 势 $ 的 法 向 导数 : ww 二 26/3n， 因 此 ， 一 般 的 边界 条 件 为 ， 边 界 
上 的 39 /3n 是 坐标 和 时 间 的 给 定 函 数 . 

对 于 势 流 , 速度 和 压力 由 方程 (9. 3) 相 联系 、 在 不 可 压缩 流体 
中 , 这 个 方程 里 的 包 可 用 p/p 代 换 ; 


9 


EA A 
EY Fo f(t). 《10. 7) 


中 速度 势 少 是 欧 拉 第 一 次 引入 的 ， 他 得 到 了 (10. 6) 形 式 的 方程 ,这 种 方程 后 来 
被 称 为 拉 普 拉 斯 方程 ， 


® 26 ee 





这 里 我 们 可 以 指出 ， 不 可 压缩 流体 的 势 流 具有 下 述 重要 性 质 . 设 
有 一 固体 罕 过 流体 而 运动 , 如 果 结 果 产 生 势 流 , 则 任何 时 刻 的 流动 
只 取决 于 运动 物体 在 该 时 刻 的 速度 , 而 与 , 辟 如 说 ， 它 的 加 速度 无 
大 . 这 是 因为 ,方程 (10. 6) 不 显 含 时 间 , 时 间 只 能 通过 边界 条 件 进 
入 解 式 ， 而 边界 条 件 又 只 含 运 动 
物体 的 速度 . 

由 伯 努 利 方程 


7 + 二 一 常数 ， 
我 们 看 出 : 在 不 可 压缩 流体 的 定 
笛 流 中 (不 考虑 重力 场 )， 最 大 压 图 2 
力 出 现在 速度 为 零 的 点 上 , 这 种 点 通常 是 在 绕 流 物体 的 表面 上 (如 
图 2 中 的 0 点 )， 它 称 为 驻 点 .如 果 世 是 来 流速 度 〈 即 无 穷 远 处 的 
流体 速度 ), po 是 无 穷 远 处 的 压力 , 驻 点 的 压力 即 为 

: pasx 一 加 十 元 Po (10. 8) 

假如 运动 流体 的 速度 分 布 仅 决定 于 两 个 坐标 (比方 说 , < 和 y)， 

并 且 速 度 处 处 平行 于 zy 平面, 这 种 流动 叫做 二 维 流 或 平面 流 ， 为 

了 解 不 可 压缩 流体 的 二 维 流 问题 ， 有 了 时 用 所 谓 流 函 数 来 表示 速度 
更 为 方便 ， 由 连续 方程 





99;, | doy 
Nr ? 
我 们 看 出 速度 分 量 可 以 写成 某 个 函数 %(z, y) 的 导数 
a Wi 冯 和 (10. 9 ) 


3g” ” ac 
(x, y) 就 称 为 流 函 数 ， 这 样 ， 连 续 方程 将 自动 地 满足 ， 将 (10. 9) 
代入 方程 (10. 3), 我 们 就 得 到 流 函 数 必 须 满足 的 方程 
Dg 间 由 二 3 | 
39 93z 5 十 oy 37 = 0 (10. 10) 
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如 果 我 们 知道 了 流 国 数 ,就 能 直接 确定 出 定 稼 流 中 的 渡 线 形状 (一 
维 流 的 ) 流 线 微 分 方程 是 
dy 或 vydX -一 v.90y 一 0; 


Vr Vy 
它 表 示 流 线 的 切线 方向 即 为 速度 方向 ， 以 (10. 9) 式 代入 即 有 


9 = op 过 二 一 
Ft 上 Dy yd =0, 


由 此 
= 二 第 数 . 
于 是 ; 流 线 就 是 令 流 函数 等 于 任意 津 数 所 得 到 的 曲线 族 . 
假使 我 们 在 *y 平面 上 的 两 点 4 和 B 之 间 引 一 条 曲线 , 则 通过 
该 曲线 的 质量 遂 量 8 可 由 这 两 点 上 流 铺 数 之 差 给 出 ， 而 与 曲线 的 
形状 无 关 ， 因 为 , 如 果 w 是 曲线 上 任 一 点 的 法 向 速度 分 量 ， 我 们 
Q=p| vdl=p | Cadst oady) =p| ay, 


或 者 

Y=p(ys— ya). , (10. 11) 

现在 有 一 些 有 效 的 方法 可 以 解决 不 可 压缩 流体 绕 流 各 种 剖面 

形状 物体 的 二 维 势 流 问 题 ， 它 们 涉及 到 复 变 函数 论 的 应 用 D。 这 

些 方法 的 基本 点 如 下 , 速度 势 \ 流 函数 和 速度 分 量 之 间 的 关系 为 

_39_2p ,3239_ 929 
ox Dj” ” oy Ox 

而 $$ 和 办 的 导数 之 间 的 这 些 关系 ， 正 好 是 数学 上 所 训 知 的 柯 西 - 


Vy 


中 下面 两 部 著作 中 , 有 关于 这 些 方法 及 其 应 用 的 较 详 细 说 明 : H. EE. Kounn, H. 
A. Rnder, H.B. Pose: Teopemunecxan Tudpomeranuxa, .1 MockBa，1948( 柯 钦 ， 
基 济 里 , 罗 兹 著 , 《理论 流体 力学 >， 划 俊 等 译 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1956)3. H. Cenos， 
Haovexue aad0au Opoounanuniy 他 Qa9pomunud Murxu, Dockpa, 1950, 
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w=$+iyp (10. 12) 


成 为 复 变量 
cA 
的 解析 函数 . 这 就 表示 , 国 数 w(z) 处 处 有 完全 确定 的 导数 
dw 9 .9p  ， . 
ee i Viv (10. 13) 


函数 取 称 为 复 势 ，dw/az 称 为 复 速 度 ， 复 速度 的 模 和 旺角 给 出 了 
速度 的 大 小 2 以 及 速度 方 问 与 xz 轴 之 间 的 夹 角 0 
(10. 14) 
在 流体 沿 之 流动 的 固体 表面 上 ， 速 度 必 须 沿 切 线 方 向 ， 就 契 
说 , 表面 轮 廊 线 必 须 是 一 条 流 线 , 亦 即 沿 表面 有 
二 第 数 ， 
常数 可 以 到 为 零 ， 因 而 ,给 定 边界 曲线 的 绕 流 问题 就 归结 为 , 确定 
一 个 解析 国 数 w(z) 使 它 在 边界 上 下 实数 值 ， 当 流体 有 自由 表面 
时 , 问题 的 表述 要 更 复杂 一 些 , 本 节 的 问题 9 提供 了 一 个 例子 . 
众所周知 , 解析 函数 沿 一 条 封闭 曲线 C 的 积分 , 等 于 该 函数 在 
曲线 C 内 所 有 单 极 点 上 残 数 之 和 的 27i 倍 . 因此 


Pw'a 人 27i>, 4,, 
£ 
其 中 , 4; 为 复 速 度 的 残 数 ， 还 有 
中 i 中 CR 
Ee | 人 由 (vdy— vdr). 


上 上 式 的 实数 部 分 正好 是 沿 曲 线 C 的 速度 环 量 工 ， 而 庶 数 部 分 乘 以 
Pp 就 是 通过 曲线 C 的 质量 通 量 . 如 果 曲 线 内 没有 流体 的 源 ， 则 这 
个 通 量 为 零 , 于 是 显然 有 下 列 关系 
LT'=2xi >,4,; (10. 15) 
& 
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在 这 种 情形 下 , 所 有 的 残 数 4。 为 纯 虚 数 . 
最 后 ， 我 们 研究 一 下 流体 可 以 看 作 不 可 压缩 流体 的 条 件 .。 当 
压力 绝热 地 变化 一 个 值 Az 时 , 密度 变化 


然而 , 根据 伯 努 利 方程 , 定常 流 中 Az 的 数量 级 为 pv*， 因 此 有 ， 


Ap~(3e) pv”, 
在 $63 中 , 我们 将 证 明 , 导数 (9p/9p), 是 流体 中 声速 c 的 平方 ,于 
是 
Ap 一 p 邱 ， 


如 果 Ap/p 所 1， 流体 就 可 作为 不 可 压缩 的 ， 所 以 我 们 可 以 看 出 ， 
不 可 压缩 流 的 一 个 必要 条 件 为 , 流体 速度 应 当 远 小 于 声速 , 即 
vc. (10. 16) 
但 是 , 这 个 条 件 只 在 定常 流动 中 才 是 充分 的 .在 非 定常 流 中 ， 
还 有 为 外 一 个 条 件 必 须 满 足 . 设 t+ 和 7 为 某 种 (特征 ) 时 间 和 ( 特 
征 ) 长 度 , 它们 的 量 级 就 是 流体 速度 发 生 显著 变化 所 经 过 的 时 间 和 
忠 离 的 量 级 ， 又 老 欧 拉 方 程 中 9w/9t 和 (1/p)VP 两 项 的 数量 级 
相当 , 于 是 在 量 级 上 我 们 就 得 到 


和 ~ 人 或 者 “Ap 一 2， 
而 p 的 相应 变化 则 是 


Ap~ 


Tc2 
现在 比较 连续 方程 中 9p/39t 和 PVP 两 项 ， 我们 就 得 到 导数 
9p/191 可 以 略 去 不 计 ( 即 可 设 p 为 常数 ) 的 条 件 为 


AD ,po 
7 人 了 
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‘> (10. 17) 


如 果 条 件 (10. 16) 和 (10. 17) 同 时 满足 ， 流 体 即 可 看 作 不 可 压 
缩 流 体 ， 条 件 (10. 17) 有 一 个 明显 的 意义 : 声音 讯号 移动 距离 1 所 
江 的 时 间 Lc 必须 远 远 小 于 流动 发 生 显著 变化 所 需要 的 时 间 
这 样 , 流体 内 相互 作用 的 传播 才 可 认为 是 瞬间 实现 的 ， 


上 5] 题 
问题 1， 设 圆柱 容器 以 恒 角 速度 2 绕 它 的 ( 铅 垂 ) 轴 旋 转 , 试 确定 该 容器 
内 受 重 力 场 作用 的 不 可 压缩 流体 的 表面 形状 . 
解 : 取 圆 柱 轴 作为 4 革 由 ， 因此 v= — Ys, Vy = £62, vs 二 0., 连续 方程 自 然 
满足 , 而 欧 拉 方 程 (10.1) 可 写 为 
:_1 327 :1 27 A 
De 9x " 村 p DY Da Vs 
这 些 方程 的 通 积 分 是 
卫 二 0 (xz 十 99 一 9z 十 常数 ， 
D 2 
在 自由 面 上 2 三 常数 , 所 以 表面 为 一 抛物 面 
2 2 
ee (X22).。 


原点 取 在 表面 的 最 低 点 . 
问题 2， 设 在 不 可 压缩 理想 流体 中 ， 有 一 半径 为 畏 的 球 以 速度 u 运动 ， 
解 : 无 穷 远 处 流体 的 速度 必须 为 零 ， 如 所 周知 , 拉 普 拉 斯 方程 Ag=0 在 
无 穷 远 处 为 零 的 解 ,是 1/7 和 1/7 对 坐标 的 各 阶 偏 导数 (原点 取 在 球 心 )， 考 
虑 到 球 的 完全 对 称 性 , 解 式 中 只 能 出 现 一 个 常 矢量 , 即 速度 ma。， 并 且 ， 由 于 拉 
普 拉 斯 方程 和 边界 条 件 都 是 线性 的 ，$ 必须 线性 地 包含 xu， 而 能 由 u 和 1/7 
的 各 阶 导数 构成 的 唯一 标量 是 标 积 u*V (1/7)， 所 以 ， 我 们 求 得 9 的 形式 为 
ha 人 -多 
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其 中 ,n 是 + 方向 的 单位 矢量 ， 由 边界 条 件 , 即 违 度 ” 和 uw 在 球面 上 的 法 向 分 
量 必 须 相等 , 也 就 是 ,7 一 下 时 有 om=an 可 以 确定 常 矢 量 A， 这 个 条 件 给 


出 A= 因此 


RR: 


$= ya nN, o=2sL3n (un) —ul。 
由 方程 (10.7) 可 求 出 压力 分 布 : 
2 一 2 SP 


其 中 , p。 为 无 穷 远 处 的 压力 ， 为 了 计算 导数 38/314, 必须 记 住 原点 (我 们 已 经 
将 它 取 在 球 的 中 心 ) 是 以 速度 运动 的 ， 所 以 


2 


2 _ /98\ 
有 (下 ) uvVy. 
球面 上 的 压力 分 布 由 公式 
p 一 Po 十 襄 poz(9cos26 一 避 十 款 PRn 全 


给 出 , 这 里 8 是 n 与 a 之 间 的 类 角 . 

问题 3， 问题 与 题 2 相同 ， 但 改 设 有 一 无 限 长 圆柱 垂直 于 自 身 的 轴 运 
动 ". 

解 : 流动 与 轴 向 坐标 无 关 , 所 以 ， 我 们 应 当 解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 。 在 无 
穷 远 处 为 零 的 解 是 Inr 对 坐标 的 一 阶 和 高 阶 导数 ,这 里 r 是 垂直 于 圆柱 办 的 
矢量 半径 .我 们 得 到 形 如 


A:n 


$=A:VIn?r= 





的 解 , 并 由 边界 条 件 求 得 4= 一 Ru， 所 以 
有 一 一 全 an "一 55[2n(u 由 一 中 ， 
柱 画 上 的 压力 由 公式 


Ws Pot pw (4cos20 一 3) + pRn: 


du 


at 





QD 绕 椭 球 和 椭圆 柱 势 流 这 类 更 一 般 问 题 的 解 可 以 在 下 面 的 书 中 找到 : H. EE. 
Kouma, H. A. Kn6ens, H.B.Pose. Teopemuuecrxana woOpomMeranuxa, YH.1, 265, 355 
NockBa 1948( 柯 饮 ， 基 别 里 ， 罗 兹 ，< 理 论 流 体力 学 > 曹 俊 等 译 ， 高 等 教育 出 版 社 ， 
10956); H. Lamb, Hydrodynamics, 6th ed., § 103—116, Cambridge 1932, 
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给 出 . 
问题 4， 试 确定 以 角速度 昌 绕 主轴 旋转 的 糙 球 容器 中 不 可 压缩 理想 党 
体 的 势 流 ， 并 来 流体 的 总 角 动 量 . 
解 : 我 们 在 给 定 的 时 刻 沿 新 球 的 铀 取 一 币 卡 儿 坐 标 2 1 2，2 办 为 旋转 
轴 , 容器 内 任意 点 的 速度 为 
u=Q Xr 
因此 , 边界 条 件 2, 一 3$/2n 一 为 


29 = 人 (Xn; — y7%,) 3s 
oan 


或 者 , 利用 椭 球 方程 
Z2 22 22 


1]， 


a: br e? 


a: 9x bb? 9y 
满足 此 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 


i 0 
4 a Tp YY 





.28 Y 99 [Ey ( 二 


容器 中 流体 的 角 动 量 为 
M= pl (rou— yos) CT 。 


在 整个 李 球 体积 也 上 积分 , 我 们 有 


_QpV (一刀 ): 
a 


公式 (1) 给 出 了 流体 相对 于 7z,y, z 轴 有 瞬时 位 置 的 绝对 运动 ， 这 些 轴 是 辣 
连 在 旋转 容器 上 的 . 从 绝对 速度 中 减 去 速度 QXr 得 到 相对 于 容器 ( 即 相 对 
于 旋转 坐标 系 x, 9 z) 的 运动 , 流体 的 相对 速 询 记 为 v', 我 们 有 


求 方程 组 
Es 
的 积分 , 得 到 相对 运动 的 迹 线 , 即 
0 33 3 





rz yy 2 i 
2 十 二 用 数 ， 


它们 和 边界 模 圆 形状 相似 . 
问题 5。 试 确定 驻 点 附近 的 流动 (图 2). 
解 : 驻 点 附近 物体 表面 的 一 小 部 分 可 以 看 成 平面 ， 我 们 把 它 取 为 zg 平 
面 。 将 对 小 量 z, yz 展开 ,保留 到 一 阶 项 , 我 们 有 
$=—=arxi+byi-cezs Ar By: -+O Dry-- Eyz+F 2x; 
$ 中 的 常数 项 是 可 有 可 无 的 ， 使 $ 满足 方程 A$==0 和 边界 条 件 就 可 以 定 出 
入 系数 ， 这 里 的 边界 条 件 是 : 对 z=0 和 所 有 的 z, y,2;= 二 2$/2z 二 0;” 对 xX 二 
y=z==0( 驻 点 ), 928/97 二 2$/2y 二 0, 由 此 得 出 
a=—=b=—c=~0: C=—A—B, E=F=0. 
大 总 地 旋转 xz 和 3 轴 , 总 可 以 消去 Dxy 项 ， 因 此 ,我 们 有 
$=Ar+ By:— (A+B) 2’. (1) 
如 采 流 动 对 于 z 轴 是 轴 对 称 的 ( 线 旋 成 体 的 轴 对 称 流 ), 必须 有 4=B, 从 
而 
p=A(z:Ty—22). 
速度 分 量 是 
vs—2A7, vy=2Ay, v= —44A2z, 
流 线 由 方程 (5. 2) 给 出 , 由 该 方程 我 们 求 得 
V2=C,, YZ=0;, 
峻 流 线 是 三 次 双 曲 线 ，, 
如 果 语 8 方向 为 均匀 流动 (例如 , 沿 z 方向 的 来 流 线 流 一 圆柱 体 , 柱 轴 为 
方向), (1) 式 中 须 有 B=0, 因此 ， 
$=A(r— 22). 
流 线 是 双 有 曲线 
Xz 二 常数 . 
问题 6， 试 确定 两 个 平面 的 交角 附近 的 势 流 . 
解 : 在 (垂直 于 交 线 的 ) 横 截面 内 , 取 极 坐标 7, 90， 原点 位 于 交角 顶点 ，0 
从 角形 的 一 边 量 起 ， 设 交角 为 & 张 度 , 对 c<r, 流动 发 生 在 角形 的 内 部 ， 对 
x， 流 动 则 在 其 外 部 ， 法 向 速度 为 零 的 边界 条 件 表明 ， 当 0=0 和 0=a 
时 , 998/120 二 0， 满足 这 些 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 可 以 写成 ? 


中 因为 7? 是 一 小 量 ,我们 到 含 7 的 最 低 正 徊 次 的 解 ， 
os 34 。 





$=Ar"eos (20)， 7 一 也， 


因此 

0 一 %472 1cos (ng), vo=—nAr"sin (n0)., 
对 于 ?<1( 角 形 的 外 部 流动 ; 图 3), 原点 处 v2; 按 17r 7 的 方式 变 为 无 限 大 ， 
对 于 ?>>1( 角 形 的 内 部 流动 ; 图 4), 当 7?==0 时 ,ov 变 为 鹤 . 





图 3 图 4 


流 销 数 是 狠 二 47r"sinn0, 它 给 出 流 线 的 形状 ”上 上 面 得 到 的 和 几 的 表达 
式 是 复 势 二 4z" 的 实 部 和 虚 部 ， 
问题 ?. 假设 在 充满 全 空间 的 不 可 压缩 流体 中 ， 突 然 形成 一 个 半径 为 a 
的 球形 空 穴 ， 试 确定 流体 充 潢 空 穴 所 需要 的 时 间 ( 瑞 利 1917 年 提出 ). 
解 : 空 穴 形成 后 的 流动 是 球 对 称 的 , 每 一 点 的 速度 均 指 向 空 穴 中 心 ， 因 
为 径 向 速度 v; 三 v=<0, 我 们 得 到 球 坐 标的 欧 拉 方程 为 
一 十 9 一 一 一 一 一 人。 (1) 
连续 方程 为 
rw=F(t) (2) 
这 里 ，F(t) 是 时 间 的 任意 函数 .此 方程 表示 这 一 事实 因为 流体 是 不 可 上庄 
缩 的 , 流 过 任 一 球面 的 流体 体积 与 球面 的 半径 无 关 ， 
将 (2) 式 中 的 vb 代入 (1) 式 , 我 们 有 


将 此 方程 对 了 积分 , 从 空 穴 的 瞬时 半径 怕 =R(t) 人 a 积 到 无 穷 , 就 得 到 
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一 一 人 二 了 :一 (3) 


其 中 ,VV=dR(t)/at pg ee 而 2p。 是 无 穷 远 处 的 压力 ; 无 穷 
和 撑 处 流体 速度 为 零 , 空 穴 表面 上 的 压力 也 为 零 。 对 于 空 穴 表 面 上 的 点 ， 由 方 
程 (2) 我 们 求 得 

F(t) = BR (DV(), 
把 P(t) 的 这 个 表达 式 代 入 (3) 式 ,得 到 方程 

3V? 2 po 


2 dR p° 
a 处 于 况 止 ) , 积分 后 有 


= V1) a = 
3p 


于 是 , 我 们 得 到 流体 充满 空 穴 所 需 的 总 ee 为 


re | ya 
这 个 积分 可 化 为 太 苦 数 , 最 后 得 出 
t= Ves. F0015a 2. 
问题 8， 设 浸没 在 不 可 压缩 流体 中 的 球 按 给 定 的 规律 R==R(t) 膨胀 , 试 
人 确定 球 表面 的 压力 . 
解 : 设 所 求 压力 为 P(t)， 除 了 r=B 处 的 压力 是 P(t) 而 不 是 零 以 外 ， 
本 题 的 计算 与 问题 7? es 将 上 题 中 的 (3) 式 改写 为 方程 














二 pe PO 
p pp" 

ee a 
po— P(t) 3V? 5 


p 本 
记 住 子 =dR/adt ,我们 可 以 把 P(t) 的 表达 式 写 成 以 下 形式 : 


1 a* (BR*) aR\? 
Pp pe -1— —— = -一 一 -一 
(0) od ?| dt? (号 | 


问题 9。 试 确定 由 平面 固 二 上 无 限 长 缝隙 射出 的 射流 形状 . 
解 : 令 固 壁 沿 xy 平面 上 的 z 轴 ， 颖 隙 和 孔 宽 即 为 该 轴 填 的 线段 一 a/2 志 x 
三 0/ 2, 流体 充满 8 一 0 的 半 开 面 , 远离 固 履 处 (y>0) 流体 速度 为 零 ， 此 处 压 
力 小 定 为 pu 








在 射流 的 自由 面 上 (图 54 中 的 BC 和 BC ) ,压力 ?=0， 而 根据 伯 努 利 
方程 速度 为 一 恒 值 v=-M27o/ PP。 固态 线 是 流 线 , 并 且 延 伸 到 射流 的 自由 边 
界 ” 设 4BC 线 上 为 零 , 于 是 4'B'C' 线 上 = 一 8/p, 这 里 @= pauos 是 流 
体 进入 射流 的 流 率 (qa! ，w 是 无 穷 远 处 的 射流 宽度 和 速度 )， 沿 4BC 和 
4'B'C', 速度 势 和 都 是 由 一 co 变化 到 十 oo; 设 B 和 B' 处 峰 为 零 ， 因 此 ， 在 
复 变量 的 平面 上 , 流动 区 域 为 一 宽度 为 8/P 的 无 限 长 条 (图 55)，( 图 52， 
cd 中 的 点 是 与 图 5a 中 的 点 对 应 地 标注 的 .) 
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My TE A a | ce- 
| 
A :6 (d) + 
网 个 
我 们 引入 一个 新 的 龟 变 显 , 即 复 速度 的 对 数 
=—In| 1 只 | -me 十 计 二 < 二 9 (1) 
1) 4 dz 人 px 


这 里 ,vie*' 是 射流 在 无 穷 远 处 的 复 速度 ， 在 4B' 上 ,有 0=0; 在 4B 上 ， 

一 在 BC 和 BC 上 ,2=v; 而 在 无 穷 远 处 的 射流 中 ,9 一 一 zx/28. 所 以 ， 
在 复 变量 的 平面 内 ， 流 动 区 域 是 右 半 平 面 内 宽 度 为 的 一 个 半 无 限 长 条 
(图 5c) ， 如 果 现 在 能 找到 一 个 保 角 变 换 ， 将 刀 平 面 内 的 长 条 变换 为 平面 
内 的 半 长 条 (各 点 的 对 应 关系 如 图 5 所 示 )， 我 们 就 可 把 ww 作为 dw/dz 的 卫 


@ 英文 本 原 图 5(5) 和 (Cc) 标注 有 误 , 现 已 改正 ， 一 一 中 译 者 注 ， 
@@ 原著 和 英 译 本 此 处 为 6=x/2, 负 号 是 中 译 者 加 的 ， 
Ss IF oH 








数 求 出 , 于 是 刀 就 可 通过 简单 的 求 积 得 到 . 

为 了 得 到 所 需要 的 变换 ， 我 们 进一步 引进 一 个 辅助 复 变量 汉 使 4 平面 
内 的 流动 区 域 为 上 上 半 平 面 , 点 B 和 B' 对 应 于 %= 圭 I， 点 CO 和 0" 对 应 于 4 二 
0, 无 穷 远 点 4 和 4 对 应 于 = 士 co (图 5d)， 将 % 平 面 的 上 半 平 面 变换 为 z0 
平面 内 一 长 条 区 域 的 保 角 变换 给 出 也 对 这 个 辅助 变量 的 依赖 关系 . 按照 上 
述 的 点 对 应 关系 , 这 一 变换 是 
© 
Dr 
为 了 得 到 “对 % 的 依赖 关系 , 我 们 应 当 找 一 个 将 上 平面 内 的 半 长 条 区 成 变换 
为 上 半 个 和 平面 的 保 角 变换 ,将 此 半 长 条 城 看 成 一 个 顶点 在 无 穷 远 处 的 三 
角形 ， 我 们 可 以 借助 熟知 的 许 瓦 兹 - 克 里 斯 托 操 (Schwarz-Christoffel) 公 
式 得 到 所 需 的 变换 ; 它 就 是 


w= — lnu. (2) 


=—iarcsind. (3) 
公式 (2) 和 (3) 给 出 问题 的 解 ， 因为 它们 提供 了 adw/4dz 和 包 之 间 和 参数 形式 的 
依赖 关系 . 
现在 我 们 来 确定 射流 的 形状 . 在 BC 上 ,我 们 有 w=$，6=i(x/2 十 由; 
同时 ,4% 从 1 变 到 0、， 由 (2) 和 (G3) 我 们 得 到 
ss (一 cos0)， (4) 
而 由 (1) 式 有 


0 一 bie-i4， 
或 者 
dz=det idy—Te'?d$ dei tg0d0, 
于 是 , 利用 6= 一 了 时 y~0, z= 二 4 的 条 件 ,通过 积分 , 我 们 就 可 求 得 以 参数 
形式 表示 的 射流 形状 ， 特别 是 ,射流 的 收缩 比 为 


§ 11. 有 势 统 流 的 阻力 
我 们 来 研究 不 可 压缩 理想 落体 绕 某 一 固体 流动 的 势 六 问题 
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当然 ， 这 一 问题 是 和 该 固体 在 流体 中 运动 产生 的 流动 问题 完全 等 
价 的 ， 由 前 一 流动 求 后 一 流动 ， 只 需要 转换 坐标 系 ， 在 新 坐标 系 
中 , 无 穷 远 处 的 流体 处 于 静止 ， 事 实 上 , 我 们 下 面 要 讲 的 ， 就 是 国 
体 在 流体 中 运动 的 情形 . 

让 我 们 判断 一 下 远离 运动 物体 的 流体 速度 分 布 特性 ， 不 可 压 
缩 流体 的 势 流 满足 拉 普 拉 斯 方程 

Ab =0. 

我 们 应 该 考虑 这 个 方程 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 0， 因 为 流 体 在 那里 
是 静止 的 ， 我 们 把 原点 取 在 运动 物体 内 的 某 一 点 上 ， 坐 标 系 随 物 
体 运动 , 研究 某 一 特定 时 刻 的 流体 速度 分 布 ， 我 们 知道 , 拉 普 拉 其 
方程 有 一 个 解 1/7, 其 中 7 是 离开 原点 的 距离 ，1/7 的 梯度 和 更 高 
阶 的 空间 导数 也 是 方程 的 解 ， 所 有 这 些 解 以 及 它们 的 任何 一 种 线 
性 组 合 在 无 穷 远 处 都 为 零 ， 因 此 , 在 远离 物体 的 地 方 , 拉 普 拉 斯 方 
程 解 的 一 般 形式 是 


一 | AY (二 ) 上 + 


其 中 ,a 和 A 与 坐标 无 关 ， 略 去 的 项 含有 1/7 的 高 阶 导数 .不 难 
看 出 , 常数 a 必须 为 零 ， 因 为 , 速度 势 $= 一 a/7 给 出 速度 


-和 


我 们 计算 一 下 通过 某 个 封闭 曲面 , 比方 说 , 半径 为 畏 的 球面 的 质量 
通 量 ， 在 此 曲面 上 , 速度 为 常数 并 等 于 oa/ 尼 ; 因此 , 通过 它 的 总 通 
量 是 

ppiAr R=4n pa. 


而 不 可 压缩 流体 通过 任何 一 个 封闭 曲面 的 通 量 当然 必须 为 零 ， 所 
QD ”确切 的 提 法 应 该 是 考虑 那些 在 无 穷 远 处 V4$=0 的 解 一 中 译 者 注 . 
9 39 nn 











以 , 我 们 断定 < 三 0. 
这 样 , $ 就 只 含 1 阶 和 更 高 阶 的 项 ， 因 为 我 们 是 求 远 距离 
处 的 速度 , 所 以 高 阶 项 可 以 格 去 , 从 而 有 
g=A4.v( 卫 )- 一 全 过 (11. 1) 
速 府 = 二 VP 是 
v=(A'V)V( 二 )= 全 加， 《11, 2) 





7 
其 中 ,mm 是 7 方向 的 单位 矢量 ， 由 此 可 知 , 在 远 距离 处 速度 按 二 的 


方式 减 小 ， 矢 量 A 取决 于 物体 的 实际 形状 和 速度 , 它 只 有 当 考 虑 
了 运动 物体 表面 上 相应 的 边界 条 件 ， 并 在 一 切 距离 上 完全 解 出 了 
方程 Ag =- 0 后 才能 确定 . 

(11. 2) 式 中 出 现 的 矢量 A 与 绕 流 中 流体 的 总 动量 和 总 能 量 
之 间 存 在 着 一 定形 式 的 关系 .流体 的 总 动能 (不 可 压缩 流体 的 内 
能 是 不 变 的 ) 为 


1 
b= 可 | pwd 


其 中 积分 是 对 物体 外 的 整个 空间 进行 的 ， 我 们 取 某 一 空间 区 域 V， 
它 的 外 边 看 是 一 个 半径 为 下 的 大 球面 , 球 心 在 原点 . 先 在 区 域 了 上 
积分 , 然后 再 令 且 趋向 无 穷 , 我 们 有 下 列 恒等式 

[war= war + | Cot (VW—uW)aV, 


其 中 , wu 是 物体 的 速度 ， 因 为 与 坐标 无 关 , 右边 第 一 项 积分 显然 
就 是 w*(V--V,), 这 里 VV 是 物体 的 体积 ， 在 第 二 项 积分 中 ， 将 和 
式 吕 十 UW 写成 V($ 二 :7T)， 利 用 Vy'2=0( 连 续 方 程 ) 和 Vt 三 0， 
即 有 

[rar =w(V -V+ |v:LC$ ur) (vw—u)]ay. 
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现在 将 第 二 个 积分 变换 为 在 球面 和 和 物体 表面 S, 上 的 起 面积 分 
[viaV u(y V+ | (Gur) CV— udf. 


根据 他 分 条 件 , 在 物 面 上 和 的 法 向 分 量 是 相等 的 , 而 4 沿 表 
面 的 法 线 方向 , 所 以 显然 有 38。 上 的 积分 恒 等 于 零 . 在 远 处 的 曲面 
S 上 , 我 们 代入 $8 和 2 的 表达 式 (11.1) 和 (11. 2)， 并 略 去 那些 当 
8->co 时 变 为 零 的 项 . 将 球面 8 上 的 面 元 写成 4f =nR*do, 其 中 do 
为 面 元 所 对 的 立体 角 , 就 得 到 


|war= ($B —V, ) 


+ |[3CA-m) (Gun) — (un)?Rs do. 
最 后 , 进行 积分 儿 ， 并 乘 以 p/2， 我 们 得 到 流体 总 能 量 的 下 列表 达 
式 : 
万 = 本 DC(4zA .一 Po (11. 3) 


已 经 说 过 ， 和 天 量 A 的 准确 计算 需要 知道 方程 A$ 二 0 在 考虑 
特定 物 面 边界 条 件 时 的 完全 解 . 但 是 , A 对 物体 速度 4 的 依赖 关 
系 的 一 般 性 质 , 却 可 以 直接 从 下 述 事实 中 得 到 : 方程 对 于 4 是 线性 
的 , 并且 边 究 条 件 对 于 和 tw 也 都 是 线性 的 , 从 而 可 知 , A 一 - 定 是 
u 分 量 的 线性 函数 ,于 是 (11. 3) 式 给 出 的 能 量 召 为 分量 的 二 次 
国 数 , 可 写成 下 列 形 式 : 


也 ”对 于 o 的 积分 , 等 价 于 求 被 积 函 数 滞 所 有 n 方 向 的 平均 值 再 乘 以 4x， 如 AA4， 
B 为 常 矢量 , 为 求 
(A.n)(B.n)S=AiniBine 
类 型 表达 式 的 平均 值 , 应 注意 平均 值 w nx 构成 一 个 对 称 张 量 ， 它 可 以 用 单位 张 量 Sa 
表示 : ni nt 二 a6ix。 将 张 量 对 下 标 ;和 大 缩 并 ,并 记 住 mwi=1, 可 得 a=113， 从 而 有 





(4.n) (Bn)= Bi AiBs -A.B8. 
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B= mu (11, 4) 


这 里 , mi 是 某 个 常 对 称 张 量 , 它 的 分 量 可 由 A 的 分 量 算出 .mis 
称 为 诱导 质量 张 量 . 

知道 了 能 量 ,我 们 就 可 以 得 到 流体 总 动量 了 的 表达 式 . 为 
此 , 我 们 指出 互 和 王 的 无 穷 小 变化 之 间 存在 下 列 关系 : 


aE=u:&Ppo. 
由 此 可 见 , 如 果 妨 由 公式 (11. 4) 表 示 , PP 的 分 量 必须 是 
Py (11. 5) 


最 后 , 比较 公式 (11. 3)(11. 4) 和 (11. 5), 表明 P 可 以 用 A 表示, 式 
子 为 
Pr dno A DV (11. 6) 
必须 指出 , 流体 的 总 动量 是 一 个 完全 确定 的 有 限 值 . 
单位 时 间 内 由 物体 传递 给 流体 的 动量 为 4P/ dt， 加 上 一 个 相 
反 的 符号 显然 就 是 流体 的 反作用 力 下 , 它 也 就 是 作用 在 物体 上 的 
力 : 


a (11.7) 


QD 因为, 设 物体 被 某 个 外 力 户 加 速 ， 流 体 的 动量 将 因此 而 增加 ， 设 在 dt 时 间 
内 ,动量 增加 为 4P, 这 个 增 量 和 力 的 关系 是 4P = 二 Fdt. 将 此 式 点 乘 和 拓 量 au， 我们 就 得 
到 uaP= 记 .udt, 这 也 就 是 力作 用 uat 距离 时 所 做 的 功 , 它 又 应 当 等 于 流体 能 量 
的 增 量 dE. 2 


应 当 注 意 ， 直接 用 对 整个 流体 的 积分 | pva7 来 计算 动量 是 不 行 的 ， 原 因 是 ， 按 


照 o 的 分 布 式 (11.2), 这 个 积分 在 下 述 意 义 上 发 散 , 即 虽 然 积分 结果 为 有 限 值 , 但 该 值 
却 和 积分 如 何 取 法 有 关 : 当 我 们 在 尺度 逐步 趋 于 无 限 的 大 区 域 中 进行 积分 时 , 得 到 的 
值 取决 于 积分 域 的 形状 ( 球 、 柱 等 等 )， 而 这 里 我 们 用 来 计算 动量 的 方法 ， 是 从 关系 式 
udP 一 dE 出 发 的 ， 导 出 的 是 一 个 完全 确定 的 最 终结 果 (11.6) 式 ， 当 然 , 它 满足 动量 
变化 率 和 作用 于 物体 上 的 力 之 间 的 物理 关系 ， 
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闷 平行 于 物体 速度 的 分 量 称 为 阻力 ， 而 垂直 于 物体 速度 的 分 量 称 
为 升力 . 

假如 有 可 能 由 于 物体 在 理想 流体 中 作 义 速 运 动 而 产生 有 势 线 
流 , 则 因为 = 常数 ,我们 有 了 = 常数 , 从 而 一 0， 这 就 是 说 ,不 
存在 阻力 和 升力 ;流体 作用 在 物体 上 的 压力 互相 抵消 (这 一 结果 称 
为 达 朗 伯 伴 雇 )， 考察 一 下 阻力 , 就 能 非常 清楚 地 看 出 这 个 伴 廖 产 
生 的 原因 . 物体 在 匀速 运动 中 出 现 阻力 , 意味 着 为 了 维持 运动 ， 必 
须 有 一 外 力 连 续 不 断 地 作 功 . 这 种 功 或 者 耗 散 于 流体 之 中 ， 或 者 
转变 成 为 流体 的 动能 ， 结 果 就 要 在 流体 中 造成 一 个 流向 无 穷 远 处 
的 连续 能 量 流 ， 但 是 , 按照 定义 , 理想 流体 没有 能 量 耗 散 ; 并 且 , 由 
于 物体 运动 而 产生 的 流体 速度 ， 随 着 与 物体 距离 的 增 大 而 迅速 减 
小 , 以 致 不 可 能 存在 任何 流向 无 穷 远 处 的 能 量 流 . 

然而 , 必须 强调 指明 , 所 有 这 些 推理 仅仅 适用 于 物体 在 无 限 体 
积 流体 中 运动 的 情形 .例如 ,假使 流体 有 自由 表面 , 平行 于 表面 作 
匀速 运动 的 物体 将 承受 阻力 ， 这 种 阻力 ( 称 为 波 阻 ) 的 出 现 是 因为 
产生 了 沿 自由 面 传播 的 波 系 ， 它 将 能 量 连续 不 断 地 向 无 穷 远 处 迁 
移 . 

假设 一 个 物体 在 外 力 作用 下 发 生 振动 , 当 $ 10 中 讨论 的 条 
件 完全 得 到 满足 时 , 物体 周围 的 流体 即 作 有 势 运动 ， 于 是 , 我 们 可 
以 用 前 面 得 到 的 关系 式 导 出 物体 的 运动 方 程 ， 力 了 必须 等 于 系 
统 总 动量 的 时 间 导 数 ， 而 总 动量 是 物体 动量 Mu (MM 是 物体 的 质 
量 ) 和 流体 动量 P 之 和 |; 


运用 (11.5) 式 , 我 们 就 得 到 
ME mis Ce fo 


该 式 也 可 写 为 
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Cs (M81 Fm) = fe (11. 8) 


这 就 是 浸没 于 理想 流体 中 的 物体 运动 方程 。 

现在 ， 我 们 来 考虑 基 种 意义 上 的 反问 题 . 假设 由 存在 于 物体 
之 外 的 某 种 原因 使 流体 发 生 振 动 ， 这 种 振动 也 将 引起 物体 运动 名. 
现在 来 推导 物体 的 运动 方程 

假设 在 物体 线 度量 级 的 距离 上 ， 流 体 的 速度 只 发 生 微 小 的 变 
化 ， 以 2 表示 假定 物体 不 存在 时 物体 所 处 位 置 上 流体 的 速度 ， 也 
就 是 说 , 心 是 坟 受 扰动 的 流体 速度 . 根据 上 面 的 假设 ,在 物体 占据 
的 整个 体积 内 , 2 可 假定 为 一 常数 .我 们 仍 和 以 前 一 样 , 以 4 表示 
物体 的 速度 . 

作用 于 物体 并 使 其 运动 的 力 可 以 用 如 下 方法 确定 、 如 果 物 体 
完全 被 流体 所 带动 (也 就 是 如 果 吕 = 二 ww)， 则 作用 在 物体 上 的 力 即 
等 于 假定 物体 不 存在 时 作用 于 同一 体积 的 液体 上 的 力 ， 流 体 这 部 
分 体积 的 动量 是 pV,w.， 因此, 作用 在 它 上 面 的 力 就 是 pV 4/ dt. 
但 实际 上 物体 并 不 是 完全 被 流体 所 带动 ， 物 体 有 相对 于 流体 的 运 
动 , 由 此 而 来 的 息 , 流体 本 喘 也 得 到 了 某 种 附加 的 运动 ， 这样 产生 
的 流体 附加 动量 是 mis (wi 一 vi), 原因 在 于 , 现在 我 们 必须 在 (11. 
5) 式 中 以 物体 相对 于 流体 的 速度 4 一 来 代 换 tw， 这 个 动量 随时 
间 的 变化 , 导致 物体 上 出 现 一 个 等 于 一 mizd《ws 一 vs)/ 绪 的 附加 
作用 力 . 因此 , 作用 在 物体 上 的 总 力 为 


7 Qv; ad 
pV Mi —vx). 


这 个 力 必须 等 于 物体 动量 的 时 间 导 数 . 这 样 ， 我 们 就 得 到 下 面 的 
运动 方程 





QD 例如 ,我 们 可 以 考虑 有 声波 传播 的 流体 中 物体 的 运动 ， 声 波 的 波长 要 比 物体 
的 尺寸 大 得 多 。 
s A4 。 





人 一 2 ). 


0 哩 OAV; 


, of 
将 方程 两 边 间 积 分 , 得 到 
Mu; =: pV ov — Mig (2 一 2 )， 


— Pig 


或 者 写成 

(MS; + mis jus = (mig + PV Oi ) vs. (11. 9) 
这 里 取 积分 常数 为 零 , 是 因为 当 等于零 时 , 流体 引起 的 物体 运动 
速度 4 必须 为 零 ， 利 用 所 得 到 的 关系 式 就 可 以 从 流体 的 速度 定 
出 物体 的 速度 ， 如 果 物 体 的 密度 等 于 流体 的 密度 ( 履 =pV,)， 磺 
会 如 所 预期 地 得 到 =v， 


问 题 
问题 1， 试 求 在 理想 流体 中 振动 的 球 的 运动 方程 ， 并 求 受 振动 流体 带动 
的 球 的 运动 方程 . 
解 : 将 (11.1) 和 $10 问题 2 中 得 到 的 绕 球 流动 的 $ 表 达 式 作对 比 ， 我 
们 得 知 


4 一 于 Ra 
其 中 书 是 球 的 半径 根据 (i1.6) 式 , 由 球 传 递 给 流体 的 总 动量 为 


P=: 


SI 


因此 ， 张 量 Mix 是 
Nisg = SpRdis. 


作用 在 运动 球 上 的 阻力 是 


下 二 一 SapR gr 


at” 
流体 中 振动 球 的 运动 方程 便 是 
了 Rs (es 入- f, 
其 中 po 人 du/dt 的 系数 是 球 的 虚 质 量 ， 它 包括 球 的 实际 质量 和 诱 
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导 奈 量 , 这 种 情况 下 的 诱导 质量 是 球 所 排 开 的 流体 质量 的 一 半 . 

如 果 球 是 受 流 体 作 用 而 运动 , 由 (11.9) 式 , 我 们 得 到 它 的 速度 为 

3p 
oO +2po 

若 球 的 密度 大 于 流体 的 密度 (po 之 p), 则 w<o, 即 球 “ 洪 后 于 "流体 ; 反之 ， 若 
Po 过 Pp, 球 就 “超前 于 流体 

问题 2， 试用 矢量 4 表示 物体 在 流体 中 运动 时 所 受 的 力 逢 ， 

解 : 我 们 从 力学 中 知道 ， 作 用 在 物体 上 的 力矩 可 由 它 的 拉 格 朗 日 函数 
(在 现在 情况 下 就 是 能 量 ) 确 定 , 其 关系 式 为 068 二 M09, 其 中 69 是 物体 的 
无 限 小 转动 矢量 ， 而 68 是 该 转动 所 引起 的 能 量变 化 ， 对 于 物体 转动 一 个 角 
度 o0 (相应 地 改变 了 各 个 分 量 mis )， 我 们 可 代 之 以 流体 相对 于 物体 转动 一 
个 角度 一 09( 相 应 地 改变 了 速度 u)， 于 是 有 

Ou=— 60Xu, 





v. 


从 而 
6E=P.6u=—60.: (uxXP). 
利用 P 的 表达 式 (11.6), 就 得 到 所 要 求 的 公式 : 
~—uxXP=irpAxXu. 


$ 12， 重力 波 


在 重力 场 中 处 于 平衡 的 液体 自由 面 是 一 平面 .如 果 在 某 种 外 
来 扰动 的 作用 下 , 表面 的 某 一 点 离开 其 平衡 位 置 , 液体 内 将 发 生 运 
动 ， 这 种 运动 将 以 波 的 形式 沿 整个 表面 传播 . 因为 它们 起 因 于 重 
力 场 的 作用 , 所 以 称 为 重力 波 ， 重 力 波 主要 出 现在 液体 表面 上 , 它 
们 也 影 啊 到 该 体内 部 ; 但 随 着 深度 越 来 越 大 ， 其 影响 也 就 越 来 越 
小 . 

这 里 我 们 将 考虑 这 样 的 重力 波 ， 其 中 运动 流体 质点 的 速度 如 
此 之 小 ， 以 致 欧 拉 方程 中 的 (wyV)v 项 与 90/39t 相 比 可 以 略 去 不 
计 ， 这 个 假设 的 物理 意义 是 容易 了 解 的 .在 和 波动 中 流体 质点 振 
动 周 期 + 的 量 级 相当 前 时 间 间 隔 内 ， 质 点 移动 了 和 波幅 a 的 量 级 
相当 的 距离 ， 所以， 其 速度 的 量 级 为 w/r。 在 r 量 级 的 时 间 间 隔 
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内 , 以 及 在 沿 着 波 传 播 方向 的 4 量 级 距离 内 (这 里 4 是 波长 ), 速度 
将 显著 地 发 生变 化 . 因此, 速度 的 时 间 导 数 为 w/r 量 级 , 空间 导数 
则 为 /4 量 级 ， 于 是 条 件 


(VD3wD13t 
等 价 于 
l/a\*:_a 1 
pl 2 
或 者 写 为 
a (12. 1) 


即 波 的 振幅 必须 远 小 于 波长 . 在 $ 9 中 我 们 已 经 知道 , 如果 在 运动 
方程 中 (mV)m 项 可 以 略 去 不 计 ， 就 得 到 势 流 假设 流体 不 可 压 


缩 , 我 们 就 能 应 用 方程 (10. 6) 和 (10.7), 而 后 一 方程 中 的 -3 项 是 


可 以 赂 去 不 计 的 , 因为 它 包 含 速度 的 二 次 方 . 令 信 刀 ==0, 并 计 入 
考虑 重力 场 作用 的 项 pgz, 就 得 到 


一 一 pgz 一 PS 《12. 2) 
通常 , 我 们 取 z 轴 垂 直 向 上 , zy 平面 在 流体 的 平衡 表面 上 . 
现在 用 5 来 表示 表面 上 点 的 z 坐标 , 则 6 是 x,y 和 二 的 函数 ， 
平衡 位 置 上 6 二 0， 所 以 是 流体 表面 在 振动 时 的 垂直 位 移 ， 设 有 
一 不 变 压 力 pe 例如, 大 气压 ) 作 用 在 表面 上 , 于 是 由 (12.2) 式 ， 在 
表面 上 有 
99 


po—=— PIL par 


我 们 可 以 采用 速度 势 人 二 $9 十 (po,/pP)t 来 代替 速度 势 8; 这 没有 什 
么 影响 , 因为 刀 =V%=V% 3; 但是, p。 项 却 从 上 面 的 方程 中 消去 了 . 
去 控 9' 中 的 一 撤 , 得 到 流体 表面 上 的 条 件 为 

gt (SF) =0. (12. 3) 
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因为 波动 的 振幅 很 小 , 所 以 位 移 上 也 很 小 ， 因 此 , 在 同样 的 近似 程 
度 内 , 我 们 可 以 认为 表面 上 点 的 垂直 速度 分 量 就 是 上 的 时 间 导 数 


06 
9; 二: 
但 是 
9 
所 以 
(人 一 9 
‘oz2/z-: ot 


用 (12. 3) 式 的 5 代入, 我 们 有 
(对 - 二 3 全 ) -0, 
2 ee 


因为 振动 是 小 振幅 的 , 括号 内 的 式 子 在 取 值 时 可 以 用 z 一 0 代 
替 z= 一 .于 是 我 们 最 终 得 到 用 以 确定 重力 场 内 运动 的 下 列 方程 组 : 





Ag =0, (12. 4] 
a9 ,19909\ - 
(对 十 5) =0. (12.5) 


我 们 这 里 将 考虑 流体 表面 上 的 波 , 这 个 表面 是 无 界 的 ; 并 且 还 
将 假设 波长 还 远 小 于 流体 深度 因此， 我 们 可 以 把 流体 看 成 为 无 
限 深 的 , 从 而 将 上 略 去 侧 边 和 底部 的 边界 条 件 ， 

我 们 来 研究 沿 z 轴 传 播 而 在 9 方向 上 均匀 的 重力 波 ; 在 这 种 
波 内 ， 所 有 的 量 与 y 无关。 我 们 将 寻找 一 个 是 时 间 和 坐标 z 的 简 
单 周期 国 数 的 解 , 即 设 

p=f(z)eos (kr— ot). 
这 里 @ 就 是 波 的 所 谓 圆 频率 (我 们 将 简称 为 频率 ); 2ry/o 是 给 定点 
上 运动 的 周期 ; & 称 为 波 数 ; 4 二 2x/% 是 波长 , 也 就 是 , 在 给 定时 刻 


沿 z 轴 的 运动 周期 
代入 方程 
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得 到 


二 和 le 我 们 必须 取 前 一 个 解 , 因为 后 一 个 解 在 
流体 的 内 部 将 给 出 随 深 度 无 限 增长 的 8$( 记 住 流体 占据 z<0 的 区 
域 ). 因此 ， 我 们 得 出 速度 势 为 


$Ae'*cos (kzr— wt). (12.6) 
我 们 还 要 满足 边界 条 件 (12.5)， 以 (12. 6) 代 入 , 得 到 
Be 
g 
或 者 写成 
w= Eg. (12.7) 


它 给 出 了 重力 波 的 波 数 和 频率 之 间 的 关系 . 
只 要 取 一 下 $ 的 空间 导数 , 就 求 得 运动 流体 内 的 速度 分 布 : 
vz— — Ake'’sin (kx— wt), 
vs— Ake”’cos (kr— wt). 

我 们 看 出 ， A nda 度 按 指数 律 减 小 .在 空间 的 任何 给 
定点 上 ( 即 给 定 x,z), 速度 矢量 在 zz 平面 内 匀速 旋转 ， 它 的 大 小 
保持 不 变 并 等 于 481e…“. 

我 们 再 来 确定 重力 波 内 流体 质点 的 迹 线 ， 暂且 以 2 表示 运 
动 流体 质点 (而 不 是 空间 的 固定 点 ) 的 坐标 ， 并 用 ze, zo 表示 质点 
在 平衡 位 置 上 x 和 z 的 值 ， 因 此 
Aax dz 
dad’ 
因为 是 小 振动 , 在 (12.8) 式 的 右边 还 可 以 近似 地 用 ze，zo 代 赤 x， 
z 于 是 对 时 间 进 行 积分 可 得 


(12. 8) 


2z 一 
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2 一 0 一 ADetmeos (kxo— wi)s 
sz 一 2 一 一 42etesin (jzo 一 ob)， (12. 9) 


所 以 ,流体 质点 围绕 点 (xo, zo ) 画 出 半径 为 (48/o)e… 的 贺 ， 这 个 
半径 随 深度 按 指数 律 减 小 . 
波 的 传播 速度 为 





这 将 在 $ 66 中 加 以 证 明 ， 这 里 以 w=vVkg 代 入 ， 就 得 到 在 无 限 深 
流体 的 无 界 表面 上 , 重力 波 的 传播 速度 为 


a 94 
U= 5V =-5V 妈 ， (12. 10) 


它 随 着 波长 而 增 大 ， 


器 题 

问题 1， 设 流体 深度 为 殊 试 求 重力 波 在 共 无 界 表面 上 的 传播 速度 . 

解 ， 在 流体 的 底部 ， 法 向 速度 分 量 必 须 为 零 ， 即 当 z= 一 天时 ,yz 一 20/ 
22z 王 0， 由 这 一 边界 条 件 , 我 们 可 求 出 在 一 般 解 
p=[Ae*:--Be-t:]eos (Kr— wt) 
中 , 常数 4 和 B 的 比值 ， 共 结果 是 

$= Acos (Kr—owt) chik(zt+h)j, 

由 边界 条 件 (12. 5), 我 们 得 到 & 和 w 之 间 的 关系 为 
本 w= gkth (kh). 
波 的 传播 速度 便 是 


_ 工 9 
一 3 Eth (Eh) [th en Top sl 


对 于 把 疙 1, 我 们 得 到 (12.10) 的 结果 ; 而 对 砚 人 1， 邑 得 结果 (13. 10) ( 见 下 
0 

问题 2， 设 有 两 层 流 体 , 下 层 流 体 的 密度 和 深度 为 p 和 及 上 层 流 体 的 密 
so S50 4。 








度 和 深度 为 p' 和 有 天， 并 且 p 盖 pP"， 上 层 流 体 顶 部 和 下 层 流体 底部 都 以 固守 
水 平面 为 边界 ， 试 求 在 两 层 流 体 分 界面 上 ， 重 力 波 的 频率 和 波长 之 间 的 关 
系 . 
解 : 将 xy 平面 取 在 两 种 流体 平衡 时 的 分 界 平面 上 上 ， 我 们 寻找 在 两 种 流 

体 中 具有 下 列 形式 的 解 : 

$=Achik(zth) leos (kz— wt), 

$b' =Bchfk(z—h) leos (kr— wt). 
这 样 ， 上 边界 和 下 边界 的 条 件 便 能 得 到 满足 (参看 门 题 1 的 解 )， 在 分 务 面 
上 , 压力 必须 连续 ; 按照 (12. 2) 式 , 便 给 出 以 下 条 件 : 


当 z 一 上 时 ， pg5 十 p28 =p' 96 十 DO 20. 


(1) 





或 者 
1 2 罗 29 
Ra 
还 有 , 在 分 界面 上 两 种 流体 的 速度 分 量 v; 必须 相同 , 这 给 出 以 下 条 件 
2 二 i 29 _29 
当 z= 二 0 时 ， 3 (3) 
现在 有 
3p 2 
9 
将 (2) 式 代入 , 得 到 
_ op _ 2g 99 
g(p Py PYD Di (4) 


把 (1) 式 代入 (3) 式 和 (4) 式 , 可 得 出 两 个 关于 4 和 B 的 齐 次 线性 方程 , 由 相 容 
条 件 得 到 
:kg(p-p) 
peth (kph) pcth Rh’ 7) 
对 于 kh 泡 1, kh 污 1 的 情况 (两 种 流体 都 很 深 )， 


一 D 


w= kg he pip” 





而 对 于 kh1, kh'&1( 长 波 ), 则 有 


~ 
p. /9(P— 9(p—P)Rhh 
i Ve ph'+p'h 


问题 3。 设 有 两 层 流 体 , 下 层 流体 (密度 为 p) 无 限 深 上 层 流 体 ( 密 度 为 


e ST « 





Pp) 深度 为 hh， 并 有 自由 表面 ， 在 两 层 流 体 的 分 界面 和 上 表面 同时 有 重力 波 
解 : 我 们 将 zy 平面 取 在 两 流体 的 平衡 分 界 平面 上 ， 并 寻找 两 流体 中 旧 
有 形式 为 


P= Aerzecos (kr— wt), 


i 
$=[Be-**-}-Oertr]eos (kr— owt) ® 
的 解 。 在 分 界面 上 , 即 对 于 z==0, 有 条 件 ( 参 看 问题 2) 
26 29 0 
0 WO (2) 
在 上 表面 , 即 当 z= 二 h 时 , 有 条 件 
ap 12320 
0 


将 方程 (2) 的 第 一 式 代入 (1), 得 出 4=0 一 B， 由 其 余 的 两 个 条 件 就 得 到 关于 
B 和 C 的 两 个 方程; 从 相 容 条 件 我 们 得 到 一 个 关于 oz 的 二 次 方程, 它 的 根 是 
pp-eam) 

p+4+p'+(p~p’)e- ?ts 
当 万 一 co 时 , 这些 根 对 应 于 在 分 界面 和 上 表面 上 独立 地 传播 的 波 ， 

问题 4. 设 宽 为 a 长 为 6 的 长 方 池 中 流体 深度 为 h， 试 确定 其 可 能 的 振 
动 频率 ( 驻 波 ) 9. 

解 : 沿 池 的 两 边 取 zz 轴 和 Yy 轴 , 我 们 来 找 一 个 具有 以 下 驻 波 形式 的 解 ; 

$=f (7x, 9) chLk(z+th) lcoswt. 

我 们 得 到 关于 了 的 方程 


~ kg 0’ = Eg. 


ff 
3+ tt f=0, 


与 问题 1 -- 样 , 从 自由 面 的 条 件 得 出 关系 式 
(v0:—gkth (kh), 
取 关 于 了 的 方程 的 下 列 形式 解 
f=cos PYeosgy，P2 二 92 一 1 。 
在 池 边 上 必须 满足 条 件 : 


当 2 一 0,Q 上 时， VC 二) 





当 y=0,b 计 ， "= 
于 是 我 们 得 到 


其 中 m,n 是 整数 .从 而 , k? 的 可 能 值 为 


2 2 
| 





§ 13.， 重力 长 波 


我 们 已 经 研究 过 波长 远 小 于 流体 深度 的 重力 波 ， 现 在 来 讨论 

相反 的 极限 情况 一 一 波长 比 深 度 大 得 多 的 波 , 这 些 波 称 为 长 波 . 
首先 考察 渠道 中 长 波 的 传播 ， 假 没 渠 道 沿 着 x 轴 而 且 长 度 是 
无 限 的 ， 渠 道 的 横 截 面 可 以 为 任何 形状 ， 并 可 以 沿 长 度 方向 变 
化 .将 渠 遵 中 流体 的 横 稚 面积 记 为 
SC) 

并 假设 渠道 的 深度 和 宽度 都 远 比 波长 为 小 . 

这 里 我 们 将 讨论 纵波 ， 波 动 中 的 流体 沿 着 渠道 运动 .在 这 类 
波 中 , 沿 渠 道 的 速度 分 量 2; 远大 于 速度 分 量 vy, zz 

我 们 将 wz 就 写成 bz 并 略 去 小 项 ，z 方向 的 欧 拉 方 程 则 可 写成 
下 列 形式 : 


90_ _ 19g 
at pp 9xv’ 
而 2 方 加 方程 的 形式 为 
1927__,. 
0 


因为 也 假设 波幅 为 一 小 量 ， 就 可 以 略 去 速度 的 二 次 项 ， 又 由 于 在 
自由 表面 上 (z= 人) 压力 必须 为 po, 我 们 从 第 二 个 方程 得 出 
2 一 De 十 9D(e 一 2)。 
将 此 表达 去 代 人 第 一 个 方程 , 得 到 
® 53 。 





2 (13. 1) 


确定 两 个 未 知 量 v 和 < 所 需 的 第 二 个 方程 ， 可 类 似 于 连续 方 
程 那样 导出 ; 它 实质 上 就 是 所 论 情 况 下 的 连续 方程 ， 我 们 来 考虑 
渠道 中 相距 为 dz 的 两 个 横断 平面 之 间 的 流体 体积 ， 单 位 时 间 内 
流 过 一 个 横 截 面 的 流体 体积 为 (So)。, 流 过 另 一 个 横 截面 的 体积 为 
《Sv)z+az， 因 此 , 两 个 平面 闻 的 流体 体积 改变 了 

(Sv)sras— (80)s= dy. 


但 是 , 因为 流体 是 不 可 压缩 的 , 这 个 变化 显然 必须 是 水 位 的 变化 所 
引起 的 . 单位 时 间 内 此 二 平面 之 间 流 体 体积 的 变化 是 (3S/13t)dgaz， 
所 以 , 我 们 可 以 写 出 


dS,, 9(097) 
nn 


或 者 
这 就 是 所 需 的 连续 方程 . 
设 S56 为 渠道 中 流体 处 于 平衡 状态 时 的 横 截 面积 ， 于 是 有 
心 一 S, 十 和 ， 
其 中 & 为 波动 所 引起 的 横 截面 积 的 变化 ， 因为 流体 水 位 的 变 化 
很 小 , 我 们 可 以 将 S' 写成 bl 的 形式 ， 其 中 5 为 流体 表面 的 汇 宽 ， 
于 是 方程 (13.2) 变 为 


=0, (13. 2) 


poe + = 一 0. 


5 了 十 (13. 3) 
将 (13.13) 式 对 了 微分 ， 人 1) 式 中 的 9v/9t 代入 , 得 到 
2:E gq 9a SJa 
3 一 全 S(s 人 2)= 0. (13. 4) 


如 果 在 所 有 点 上 渠道 的 横 截面 相同 , 则 So= 常数, 从 而 有 
9 于 和 








326 gSo9 2 0. (13. 5) 


此 方程 称 为 波动 方程 . 如 我 们 在 $ 63 中 将 要 证 明 的 ， 它 对 应 着 速 
度 为 乙 的 波 的 传播 , 而 U0 与 频率 无 关 ， 并 且 就 是 519x? 的 系数 的 
平方 根 . 因此 , 渠道 中 重力 长 波 的 传播 速度 为 


0=V/ 2 (13.6) 


用 完全 类 似 的 方法 , 可 以 研究 很 大 水 池 中 的 长 波 , 这 里 假设 水 
池 在 两 个 方向 上 ( 妈 xz 和 2 ) 都 是 无 限 的 . 池 中 流体 的 深度 记 为 和 . 
现在 速度 分 量 >z 为 一 小 量 , 欧 拉 方程 成 为 类 似 于 (13. 了 的 形式 : 


Gov 1 9e oDy 3 
It 957 一 0 本 十 937 


人 即 
9h | gd(hvr) ， = 
和 qx 
我 们 将 次 度 关 写成 1o 十 6 其 中 Po 采 度 , 于 是 得 到 


gd6 ,9(hovr) ,9(hovys) 
Ft ox Tg 9y 


现 假设 水 池 有 水 平 的 底面 (po 三 常数 ), 将 (13.8) 式 对 二 微分 ， 
并 用 (13.7) 式 代 换 , 我 们 得 到 





(13.7) 





(13.8) 


-0 oa 
这 还 是 一 个 (二 维 ) 波 动 方程 , 它 对 应 着 以 速度 

U=~gh (13. 10) 
传播 的 波 ， : : 


$ 14. 不 可 压缩 流体 内 部 的 波 


有 一 种 重力 波 , 它 可 以 在 不 可 压缩 流体 内 部 传播 , 这 种 波 是 由 
8 55 0 





重力 场 引 起 的 流体 不 均匀 性 产生 的 .压力 (因而 还 有 焙 s ) 必 需 随 
高 度 变 化 , 所 以 , 流体 质点 在 高 度 方向 上 的 任何 位 移 都 破坏 力学 平 
衡 , 并 随 之 引起 振动 . 因为 , 既然 运动 是 绝热 的 ， 质 点 就 把 它 原来 
的 炉 s 带 到 新 的 位 置 , 而 它 与 新 位 置 上 的 炳 平衡 值 是 不 同 的 . 
下 面 , 我 们 将 假设 波长 远 远 小 于 茶 种 距离 , 在 这 个 距离 上 重力 
场 会 引起 密度 的 显著 改变 ; 同时 , 我 们 将 假定 流体 本 身 是 不 可 压缩 
的 , 这 章 味 着 我 们 可 以 赂 去 由 于 波 中 压力 变化 而 引起 的 密谋 变化 . 
热膨胀 引起 的 密度 变化 则 不 可 忽略 ， 因 为 正 是 它 引 起 了 所 要 讨论 
的 现象 . 
我 们 来 写 出 这 种 运动 的 流体 动力 学 方程 组 ， 现 使 用 下 标 0 记 
处 于 力学 平衡 的 量 值 , 而 用 一 散 表 示 对 这 些 值 的 微小 偏离 ， 因 此 ， 
准确 到 一 阶 小 量 , 粮 s=s6 十 8 的 守恒 方程 可 写 为 
9s + wyso =0. (14.1) 
和 其 它 量 的 平衡 值 一 样 , 这 里 s。 是 铬 垂 坐 标 * 的 给 定 函 数 . 
其 次 ， 在 欧 拉 方 程 中 我 们 仍旧 上 略 去 项 (vw:y)v (因为 是 小 振 
动 ); 再 考虑 到 平衡 时 的 压力 分 布 由 式 子 
8 Vzo 一 0og& 
出 这 一 事实 , 保持 同样 的 准确 度 , 我 们 有 


90_ V2 _Yp vps) 1 
一 一 一 十 
Di p 人 po 0] 


既然 按照 上 面 所 说 的 , 密度 的 变化 仅仅 来 自 迷 的 变化 , 而 不 是 来 自 
压力 的 变化 , 我 们 就 可 以 写 出 


并 9po 7 
人 (3 > 


av -~&(g0°) ee 人 
53 S 一 V (14. 2) 


于 是 得 出 形式 为 


3 





的 欧 拉 方 程 ， 因 为 , 如 上 所 述 , 在 波长 数量 级 的 距离 上 平衡 密度 的 
变化 总 是 可 以 忽略 的 ， 所 以 , 可 以 将 po 放 进 梯度 算 符 里 面 ， 在 连 
续 方 程 中 同样 可 以 假设 密度 不 变 , 于 是 连续 方程 变 为 
Vy:VD=0. (14.3) 
现在 来 寻找 方程 组 (14. 1) 一 (14.3) 具 有 平面 波形 式 
中 三 党 矢量 xX ei 人 ToD 
的 解 , 对 s 和 2 也 用 类 似 做 法 .代入 连续 方程 (14. 3) 可 得 
vV:k=0, (14. 4) 
即 流体 束 度 处 处 垂直 于 波 矢量 k( 横 波 )， 方程 (14.1) 和 (14.2) 可 
给 出 
we . /dO ik, 
iws' = VVso, on 3) 。 so . 


由 条 件 :k=0 和 上 面 的 第 二 个 方程 , 可 得 


0 
21 | Ss'g:k, 


然后 , 由 这 两 个 方程 消去 w 和 s'， 便 得 到 所 需要 的 波 矢量 和 频率 
之 间 的 关系 : 
= 一 二 器 ) 9 9 元 sin?0 (14. 5) 


在 这 里 和 以 后 ， En 去 热力 学 量 平衡 值 的 下 标 0; 而 且 规 定 z 
轴 铅 垂 癌 上 ，40 是 该 轴 与 尼 方 向 之 间 的 夹 角 ， 如 果 (14.5) 右边 的 
表达 式 是 正 的 ， 就 满足 平衡 分 布 s(z) 的 稳定 性 条 件 (不 发 生 对 流 
的 条 件 一 一 参看 § 4). 

我 们 看 出 , 频率 仅仅 依赖 于 波 矢 量 的 方 加 而 与 其 大 小 无 关 . 对 
于 0=0， 我 们 有 wo=0; 这 表明 , 具有 铅 垂 波 矢 量 的 这 种 类 型 的 波 
是 不 能 存在 的 . 

如 到 流体 同时 处 于 力学 平衡 和 完 爹 的 热力 学 平衡 ， 它 的 温度 
为 常数 , 我 们 可 以 写 出 
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5 /9 a 9 
7 :=( 务 ) 于 0 (3). 
最 后 ， RE 
ds 1/9 9 TT/9 
人 
其 中 ,cy 是 单位 质量 流体 的 比 热 ， 


0 一 VE 部 ) sinl0. (14.6) 
特别 是 , 对 完全 气体 有 


Rs 
en (14.7) 
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第 二 章 粘性 流体 


§ 15， 粘性 流体 的 运动 方程 


现在 来 研究 流体 运动 期 间 发 生 的 能 量 耗 散 对 流体 运动 本 身 的 
影响 .这 个 过 程 是 流体 运动 的 热力 学 不 可 逆 性 的 结果 . 这 种 不 可 
道 性 在 某 种 程度 上 总 要 发 生 , 它 是 由 内 摩 按 (粘性) 和 导热 引起 的 . 

为 了 求 得 描述 粘性 流体 运动 的 方程 ， 必 须 在 理想 流体 运动 方 
程 中 附加 上 某 些 项 ， 关 于 连续 方程 ,由 其 推导 过 程 可 以 看 出 , 它 对 
任何 流体 ,无论 钙 烙 性 或 非 粘 性 流体 , 是 同样 有 效 的 .然而 ， 欧 拉 
方程 需要 修正 . 

我 们 在 $ 7 中 已 经 看 到 , 欧 拉 方程 可 写成 以 下 形式 : 


oll,. 
元 


这 里 Il; 是 动量 通 量 密度 张 量 ， 公式 (7. 2) 给 出 的 动量 通 量 代表 
动量 的 完 金 可 芽 的 传递 ， 它 只 不 过 是 由 不 同 的 流体 质 后 从 一 处 到 
另 二 处 的 和 机械 输 运 以 及 由 于 作用 在 流体 中 的 压力 引起 的 . 而 粘性 
(内 摩擦 ) 则 是 由 于 动量 从 速度 大 的 地 方 到 速度 小 的 地 方 的 另 一 种 
不 可 逆 传 递 引 起 的 . 
因此 , 粘性 流体 的 运动 方程 就 可 以 在 “理想 ?动量 通 量 (7.2) 上 
加 上 一 项 一 oi 求 得 ， 这 一 项 给 出 流体 中 动量 的 不 可 逆 “ 粘 性 ? 传 
递 . 于 是 我 们 把 粘性 流体 中 动量 通 量 密度 张 量 写成 
J =p6,+ pvive— ort = — oit pVivd. (15. 1) 
其 中 张 量 oi 写成 


pr: ) 一 一 





ee 1 (15. 2) 
称 为 应 力 张 量 ， 而 01; 称 为 粘性 应 力 张 量 ， 它 代表 与 运动 流体 质 
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量 一 起 迁移 的 直接 的 动量 传递 无 关 的 那 部 分 动量 通 量 @. 

张 量 cx 的 一 般 形式 可 确定 如 下 : 考虑 到 只 有 当 不 同 的 流体 质 
点 以 不 同 的 速度 运动 , 使 得 流体 的 各 部 分 之 间 有 相对 运动 时 , 流体 
中 才 会 出 现 内 摩擦 过 程 , 因而 01;; 必定 依赖 于 速度 的 空间 导数 .车 
速度 梯度 很 小 ， 则 可 假设 由 粘性 引起 的 动量 传递 只 依赖 于 速度 的 
一 阶 导 数 ， 在 同等 的 近似 程度 上 ， 可 设想 oi 为 导数 92;/3x; 的 
线性 函数 .o's 中 不 会 有 与 32;/9z4 无 关 的 项 ， 因为 当 v= 常 矢 
量 时 , gis 必须 为 零 ， 其 次 , 当 整 个 流体 作 匀 角 速 旋 转 时 , cy 也 必 
须 为 零 ， 因 为 很 清楚 , 对 这 样 的 运动 , 流体 中 不 出 现 内 麻 扩 在 以 
角速度 Q 匀速 旋转 时 , 速度 2 等 于 矢 积 Q&xr。 和 式 


QV dvr 
OX Ar; 


定 导 数 92;/9x4 的 线性 组 合 ， 并 且 当 = 人 xr 时 , 它 为 零 。 因 而 ， 
一 定 只 包含 导数 9v;/9z 的 这 类 对 称 的 组 合 . 
满足 以 上 条 件 的 最 一 般 的 二 阶 张 量 是 


pa CD 9v, 
oo 号 ar, 下 azi ) rd 


这 里 a 和 5 与 速度 无 关 加 ， 但 是 ， 把 这 个 式 子 写成 稍 微 不 同 的 形 
式 人 a 和 5 更 为 适宜 : 即 写成 


0ik 一 1 (有 + -6 2 ) 上 20。 Se 























(15. 3) 
括号 内 的 式 子 有 这 样 的 性 质 , 即 对 i 和 进行 缩 并 时 该 式 为 零 . 常 
数 7 和 *。* 称 为 粘性 系数 ，§ 16 和 § 49 中 将 证 明 ， 这 二 个 数 都 是 


中 ”下面 我 们 将 看 到 ,ix 包含 与 6ix 成 正比 的 一 项 , 即 与 p6z 项 形式 相同 的 项 ， 
因此 , 当 动量 通 量 张 量 表 成 这 种 形式 时 , 我 们 应 当 详细 说 明 压 力 六 是 什么 章 思 , 见 $49 
最 后 部 分 . 

@ 我 们 这 样 说 是 利用 了 流体 各 向 同性 这 一 事实 , 由 于 各 向 同性 ， 流 体 的 一 些 特 
性 必定 只 用 标量 描述 (这 种 情况 下 就 是 a 和 5 )。 
ee GD 。 





正 的 : 
7>0, E>0. (15. 4) 


现在 , 只 只 要 把 33 加 到 欧 拉 方 程 


__ 
p(t? So )= OXY, 
的 右边 , 即 可 得 到 粘性 流体 的 运动 方程 ， 于 是 我 们 有 
Ov, 9v; 92 9 9v, 
p(B to XL 9x, dr | a ( 9 1 ee 
QV 9v) 9 A9v, 
0 27z， 一 可 8 2z， )|+ 3z， ( AX, ) 
(15. 5) 
这 是 粘性 流体 运动 方程 最 一 般 的 形式 ， 量 7 和 6s 是 压力 和 温度 的 
约 数 一般 说 来 ,2 和 7 了 ,因而 7 和 5, 并 不 是 在 整个 流体 内 部 保持 
为 前 数 ,所 以 7 和 “上 不 能 移 到 梯度 算 符 的 外 面 . 


但 是 在 大 多 数 情 况 下 , 流体 中 的 粘性 系数 变化 不 大 , 可 当 作 是 
常数 , 因而 有 












































doip, _ Ov, 9 dv 2 9 go.) 
Se (3 十 坟 Ni a 
9 9 
te 9x; qr 
Ov, 1 9 gv 
= 0) dz. 二 (5 二 可 9) 52 32， 


本 
9V gw 
3 = VV -ara 


于 是 我 们 可 以 把 粘性 流体 的 运动 方程 写成 矢量 形式 ，” 
ot V) |=-vz - 一 TIAw 二 (十 言 四 JCY) 
| (15. 6) 
@ 61 ， 








若 流 体 可 看 作 是 不 可 压缩 的 , 则 V' 吧 =0, 即 (15. 6) 右 边 的 最 
后 一 项 为 去， 因而 不 可 压缩 粘性 流体 的 运动 方程 为 


人 


i 1 7] ~ 
1- pp dq 一 入 了 1 5， 7 
Cy PR (15.7) 


此 方程 称 为 纹 维 -斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 ， 不 可 压缩 流 
体 中 , 应 力 张 量 取 下 面 的 简单 形式 


Ci 一 — p06,. + 32 十 5 ) (15. 8) 
~、 OX : 


我 们 看 到 ， 不 可 压缩 流体 的 粘性 只 由 一 个 系数 确定 ， 因 为 大 
多 数 流体 实际 上 都 可 当 作 是 不 可 压缩 的 ， 所 以 这 个 粘性 系数 是 
有 普遍 重要 性 的 ， 比 值 








了 (15.9) 
n 


称 为 运动 粘性 系数 (而 7 本 身 称 为 动力 粘性 系数 )， 下 面 我 们 给 出 
20°C 温度 下 ， 各 种 流体 的 7 和 2 的 值 : 








水 0.010 0.010 
空 二 0.00018 0.150 
河 精 0.018 0. 022 
甘 油 8.5 6.8 

来 0. 0156 0. 0012 





可 以 指出 ， 在 给 定 的 温度 下 ， 气 体 的 动力 粘性 系数 与 压力 无 
关 ; 但 运动 粘性 系数 与 压力 成 反比 . i 

如 同 从 欧 拉 方程 中 消去 压力 那样 ， 可 以 从 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
程 中 消去 压力 ， 对 方程 (15.7) 的 两 边 取 旋 度 ， 我 们 得 到 的 不 是 理 
想 流体 的 方程 (2. 11), 而 是 方程 


到 (Vxm)=Vx[ox(Vxa]+eA(Vxw). 
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(15. 10) 
我 们 还 必须 写 出 关于 粘性 流体 运动 方程 的 边界 条 件 . 在 粘性 
流体 和 固体 表面 之 闻 总 存在 着 分 子 引 力 ， 这 些 力 使 紧 贴 固体 表面 
的 六 体 层 完 全 芒 止 , 并且“ 粘 附 "于 表 面 上 ， 因 此 , 粘性 流体 运动 方 
程 的 边界 条 件 要 求 在 静止 的 固体 表面 上 , 流体 速度 应 为 零 , 即 
v=0. (15. 11) 
应 当 着 重 指出 ， 法 同和 切身 速 度 分 量 都 必须 为 堆 ， 而 对 于 理想 流 
体 , 边界 条 件 只 要 求 w 为 零 由 ， 
在 运动 物体 的 一 般 情况 下， 速度 心 必须 等 于 物体 表面 的 
我 们 不 难 写 出 癌 围 流体 作用 于 同体 表面 的 力 的 表达 式 . 一 
面 元 上 所 受 的 作用 力 恰 等 于 通过 这 个 面 元 的 动量 通 量 . 通过 面 元 
7 的 动量 通 显 是 
Tadfi= (pvov— oo) df. 
把 4fi 写成 4f 王 df 的 形式 ,这 时 nn 是 语法 四 的 单位 天 量 , 并 考 


虑 到 在 辕 洽 表 面 上 二 0 多 , 我 们 得 到 作用 在 单位 面积 上 的 力 P 了 为 
Pi=— Oipne = PRi— Orn (15. 12) 


其 中 等 式 右 边 第 一 项 是 普通 的 流体 自力 ， 而 第 二 项 是 由 于 粘性 引 
起 的 作用 在 固体 表面 上 的 摩擦 力 ， 应 强调 指出 , 式 (15. 12) 中 的 7 
走 单 位 天 量 , 它 沿 流体 介面 的 外 法 线 , 即 沿 固体 表面 的 内 法 线 . 

若 有 不 相 混 合 的 两 种 流体 的 分 界面 ， 则 分 界面 上 的 条 件 是 两 
种 流体 的 速度 必须 相等 ， 且 相互 间 的 作用 力 一 定 大 小 相等 方向 相 
反 . 后 一 个 条 件 写 成 


中 福 意 ,一 般 说 来 , 欧 拉 方 程 不 能 和 边界 条 件 "= 一 0 同时 得 到 满足 . 
包 ， 在 确定 固体 表面 上 所 受 的 作用 力 时 , 必须 把 每 个 面 元 放 在 这 样 的 坐标 系 中 研 
究 : 在 该 坐标 系 中 ， 此 面 元 处 于 静止 。 只 有 在 表面 静止 的 情况 下 ， 力 才 等 于 动 县 通 


及 
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RIO ,ik No,kO2,ik = 0, 
这 里 下 标 1 和 2 分 别 指 两 种 流体 ， 法 向 矢量 nl 和 ?sa 方 问 相反 ， 
即 1,; 二 一 2,; 二 Ri, 所 以 我 们 可 以 写成 


RO i NO 2p, ipe (15. 13) 
在 流体 的 自由 面 上 , 必须 满足 条 件 
ONEOin— Pn;=0, (15. 14) 


为 今后 参考 ， 下 面 我 们 给 出 柱 坐 标 和 球 坐 标 中 应 力 张 量 分 量 
的 表述 式 和 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 在 柱 坐 标 ?，$,z 中 应 力 张 量 的 
分 量 召 
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最 后 , 我 们 给 出 不 可 压缩 粘性 流体 二 维 流动 中 流 国 数 多 (z, 9) 
所 必须 满足 的 方程 . 把 


代入 方程 (15. 10), 即 得 这 个 方程 为 


9 _ 9 oAY) , ow oAY) A 
本 (人 网) dx Dy a vA*y=0. 





(15. 19) 


$ 16， 不 可 压缩 流体 中 的 能 量 耗 散 
粘性 的 存在 导致 能 量 的 耗 散 ， 最 终 转变 为 热 ， 对 不 可 压缩 流 
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体 , 计算 能 量 耗 散 是 特别 简单 的 . 
不 可 压缩 流体 的 总 动能 是 
1 
ha 5 pp Jar, 


我 们 取 这 个 能 量 的 时 间 导 数 , 写 出 


9/1 2 9 
元 (到 os aE 
并 用 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 所 给 的 表达 式 


Ov, , ov 1 9p , 190 
ot ‘Ar: pp dx; D dx, 


代 换 上 式 中 的 22;/9t, 结果 是 








8 SR dr 
A PT (VV)V— UV Vp, 区 
二 ; 1 2 ;Pp , 2 OO 
= 一 p(y) (3 二) (00) 0 3 
其 中 心 'o" 表示 分 量 为 watk 的 和 量 ， 因 为 对 不 可 压缩 流体 有 
V'V=0, 


我 们 可 把 右边 的 第 一 项 写成 散 度 的 形式 : 
(16. 1) 
方 括号 内 的 式 子 就 是 流体 中 的 能 量 通 量 密度 ， 第 一 项 pm 《六 
+ 也 ) 是 由 于 流体 质量 在 实际 上 有 传递 而 引起 的 能 量 通 量 , 并 且 与 
理想 流体 中 的 能 量 通 量 相同 ( 见 (10.5)). 第 二 项 w'o" 是 由 于 内 
摩 撩 过 程 引起 的 能 量 通 量 ， 央 为 粘性 的 存在 引起 了 动量 通 量 cir 
但 是 动量 的 传递 总 是 包含 着 能 量 的 传递 ， 并 且 能 量 通 量 显然 等 于 
动量 通 量 与 速度 的 标 积 . 
若 在 某 个 体积 了 上 对 (16. 1) 积 分 , 我 们 得 
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吃 A 2 一 一 (二 9 2)- l a 
大 | 于 oz2aF fl pv(¥? 3 Vo f 


-jo dy . (16. 2) 


右边 第 一 项 给 出 体积 FF 中 流体 动能 的 变化 率 ， 这 个 变化 率 是 由 于 
通过 体积 了 的 界面 的 能 量 通 量 引起 的 . 0 分 就 是 单位 
时 间 内 由 耗 散 引起 的 动能 减少 . 

大 将 积分 扩展 到 流体 的 整个 区 域 , 则 面积 分 为 零 ( 因 为 在 无 穷 
远 处 速度 为 零 出)， 于 是 我 们 得 整个 流体 中 单位 时 间 所 耗 散 的 能 


Hain 
Fu 


b, = -| aV . 


在 不 可 压缩 流体 中 , 张 量 oi4 由 (15. 8) 给 出 , 所 以 


, O99, AvV, , Av 
tgp = OX oe 


容易 证 明 , 这 个 式 子 可 写成 
Av; a 
"(+ 2 ) . 
因而 , 我 们 最 后 得 出 不 可 压缩 流体 中 的 能 量 耗 郁 率 为 
加 一 一 寺中 (和 十 池 aV . (16. 3) 


Oi 





9x: 9x 
耗 散 导 致 机 械 能 的 减少 ， 即 一 定 有 了 xs<0， 但 (16. 3) 中 的 积 
分 总 是 正 的 ， 所 以 我 们 断定 粘性 系数 9 总 是 正 的 ， 


回 
对 于 势 流 , 试 把 积分 (16. 3) 变换 成 在 该 流动 区 域 界面 上 的 积分 ， 


中 我 们 考虑 的 是 这 样 一 种 坐标 系 中 流体 的 和 运动: 在 此 坐标 系 中 ,无穷 远 处 流体 
是 静止 的 . 在 这 里 以 及 其 它 的 类 似 情 形 中 , 为 明确 起 见 , 我 们 提出 无 限 大 流体 体积 的 说 
法 ,但 这 并 不 失去 一 般 性 .对 于 充满 在 有 限 容积 中 的 流体 , 这 个 面积 分 也 为 零 , 因为 表 
面 上 的 法 向 速度 分 量 为 零 . 
* 68 2， 





解 : 令 901/2z4 二 9224/9xi, 并 用 分 部 积分 法 积分 一 次 , 我 们 得 
三 一 27 上 2) 太一 一 29 中 于 gz df 


或 总 3= 一 9 中 Y(o9 dr, 


8 17. 管道 中 的 流动 

现在 我 们 来 讨论 不 可 压缩 粘性 流体 运动 的 一 些 简 单 问题 . 

设 流 体 介 于 两 个 平行 平板 之 间 ， 一 个 平板 相对 于 男 一 平板 以 
等 速 4 运动 .我 们 取 甚 中 一 个 平板 为 zz 平面 , z 轴 指 向 妇 方 问 . 
很 清楚 ， 所 有 的 量 只 依赖 于 y%， 并 且 各 处 的 流体 速度 都 指 加 z 方 
问 。 对 于 定常 流 , 由 (15.7) 我 们 得 

dy/ dy =0, dv/dy’ =0. 

(连续 方程 自然 满足 )，、 因 此 ,p= 二 常数 , v= 二 ay 十 8， 对 Y= 二 0 和 9 二 
h(h 是 面板 间距 离 ), 必须 分 别 有 2=0 和 v= 二 w， 于 是 


v=yu/h (17.1) 
所 以 流 建 分 布 是 线性 的 平均 流速 可 定义 为 
If 
d= pg 
就 是 
和 (17. 2) 


5 
由 (15. 12) 求 得 作用 在 每 块 平 板 上 的 力 的 垂直 分 量 就 是 P, 这 是 理 
所 当然 的 ; 而 作用 在 y= 二 0 平板 上 的 转向 摩擦 力 是 
Oxy—= ndv/dy =nu/bh; (17. 3) 
作用 在 y=# 平板 上 的 切 问 摩擦 力 是 一 74/h. 
其 次 , 我 们 来 讨论 有 压力 梯度 的 情况 下 , 在 两 个 固定 的 平行 板 
之 间 的 定常 流 。， 我 们 选择 和 前 面 一 样 的 仙 标 系 ; 2z 轴 指 网 流体 运 
动 方 癌 .因为 速度 显然 只 依赖 于 所 以 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 
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给 出 : 


dy 93x 39 
第 二 个 方程 表明 ,压力 与 $y 无关， 即 沾 yy 轴 穿 过 两 板 间 的 流体 时 ， 
压力 是 常数 ， 因 而 第 一 个 方程 的 右边 只 是 x 的 函数 ， 而 左边 只 是 
y 的 图 数 ; 这 只 有 当 两 边 均 为 常数 时 才能 成 立 , 因 而 &d2/iz = 党 
数 , 即 沿 流动 方向 , 压力 是 坐标 x 的 线性 函数 .我 们 现在 得 速度 


v= 十 ay 十 5. 


27 
常数 a 和 5 由 Y=0 和 y=h 处 ==0 的 边界 条 件 确定 .结果 得 
1 CO 1 1 
"一 一方 私下 一 (一直 | (17.4) 


所 以 沿 y 轴 方 向 , 流体 速度 按 抛物 线 变化 , 在 中 点 达到 最 大 值 ， 平 
均 流速 (对 整个 流体 厚度 平均 ) 还 是 


1 一 

5 一 天 | ?0 
计算 后 求 得 

四 2 


我 们 还 可 计算 作用 在 一 鼎 固 定 平 板 上 的 摩擦 力 ojy=7(9v/ 
99)y -0o。 将 (17.4) 代 入 ,得 


ee -人 oh (17.6) 


最 后 , 我 们 来 研究 管道 中 的 定常 流 ， 管 道 的 模 截 面 是 任意 的 ， 
但 沿 管 道 全 长 上 的 横 截 面 都 相同 ， 我 们 到 管 轴 为 z 轴 ， 显 然 ， 每 
一 氮 的 疲 体 速度 都 指向 Y 轴 方 向 ， 且 仅仅 是 zy 和 :的 函数 ， 连 续 
方程 自然 满足 ， 而 纳 维 - 人 方程 又 给 出 
32/3g=32?/13z=0, 即 在 管道 的 整个 横 截 面 上 ， 压 力 是 常数 ， 方 程 
(15. 7) 的 z“ 分量 方程 给 出 
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亲友 -本 一 一 一 一 ”一 -一 


5 1 dx 

于 是 我 们 又 得 出 结 ds 常数 ; 所 以 压力 梯度 可 写成 一 AP/ 
这 里 Az 是 管道 两 端的 压 莽 ,而 ! 是 它 的 长 度 . 

这 样 , 管内 流动 的 速度 分 布 由 Av= 常 数 形式 的 二 维 方 程 确 
定 ， 这 个 方程 必须 在 管道 横 截面 的 周 线 上 v=0 的 边 罕 条 件 下 求 
解 ， 我 们 将 对 圆 截 面 管道 来 解 这 个 方程 .把 原点 取 在 圆心 ， 并 利 
用 极 坐 标 ， 由 对 称 性 得 >=2>(7>).， 利用 极 坐 标 中 拉 普 拉 斯 算 子 的 
表达 式 , 我 们 有 





AD 
1 一 一 ne 十 4ln7r 十 D. (17. 8) 


由 于 在 管道 中 心 处 速度 必须 是 有 限 值 , 所 以 必须 令 稍 数 a 等 于 零 . 
季 数 之 由 7= 刀 处 =0 的 条 件 确定 ， 这 里 己 是 管道 半径 ， 于 古 我 
们 求 得 

: We (17. 9) 
所 以 横 截 面 上 的 速度 分 布 是 抛物 型 的 . 

很 容易 确定 每 秒 通 过 管道 任 一 截面 的 流体 质量 8( 称 为 流 
量 )， 每 秒 通 过 截面 上 环形 面 元 2x7dr 的 质量 为 .2r7ro2dr, 因而 

0=2rp | TVUT. 
-0 

利用 (17.9) 得 


Q= AP ps (17, 10) 
8 


所 以 ; 流量 平 比 于 管 径 的 四 次 方 ( 泊 肃 呈 公式 )。 
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问 题 
问题 !， 设 有 环形 截面 管道 ， 其 内 ,外 半径 为 Bi, R,， 试 确定 该 管道 内 的 
流动 . 
解 : 根据 7=R, 和 7=R, 处 2=0 的 条 件 ， 由 通 解 (17. 8) 确定 出 常数 a 
和 5 ,我们 得 
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流量 是 
2_ Pp2\2 
Bot | R42 i ' 

问题 2?。 试 确定 椭 阅 截面 管道 中 的 流动 . 

解 : 我 们 求 方程 (17.7) 的 形式 为 v= A 十 Bz? 十 C 的 解 . 常数 4, B,C 
按 以 下 要 求 确定 : 即 这 个 解 式 必 须 满 足 在 椭圆 周 线 上 v==0 的 边界 条 件 , ( 即 
Ay 十 bz? 十 C 二 0 必须 与 方程 2/a’ 十 z*/5 二 1 相同 , 其 中 a 和 是 椭圆 的 半 
轴 . ) 结果 为 





i ye 


_ Ap a:b? (一 4) 








2nl a? -+b? a: bb? 
_ TAB aibs 
427 G2 十 六 2 


问题 3， 设 有 横 截面 为 等 边 三 角形 的 管道 ， 三 角形 的 边 长 为 a, 试 确定 
该 管道 内 的 流动 . 
解 : 在 满足 三 角形 周 线 上 速度 为 零 的 条 件 下 , 方程 (17.7) 的 解 是 


AD 2 
艺 一 LS ar hih,hs, 


其 中 妨 ，h。，hs 是 由 三 角形 中 给 定点 到 三 个 边 的 重 线 的 长 度 ， 表达 式 AR， 


2 2 
Ahs,Ahs 均 为 零 (其 中 全 二 ;十 郊 7 )， 这 是 很 容易 看 出 的 , 因 生 线 有 有, 加, 


中 的 每 一 条 都 可 取 作 2 轴 或 z 轴 ， 而 将 拉 普 拉 斯 算 子 使 用 于 坐标 的 结果 是 
零 . 所 以 我 们 有 
人 A (hihshs) =2 (hvh, ‘Vhs h,Vhs “VPR 十 paV7 VvVh,). 
但 Vi 一 nbVia 一 nz Vhs=ns, 这 里 m, nz ns 是 沿 着 垂 线 有, h,，hs 的 单位 和 
72 。 





量 ， 因 为 mm，m，m 中 任意 两 个 的 夹 角 都 是 2r73， 所 以 ViVi 一 mna 


cos (2/3) 一 一 忆 ， 如 此 等 等 ， 于 是 我 们 得 关系 式 


因此 我 们 看 出 ,方程 (17.7) 得 到 满足 ， 流 最 是 
3a4A 
问题 4 设 半 径 为 BR 的 柱 面 以 速度 在 半径 为 R, 的 同 轴 柱 而 内 运动 ， 
试 确定 两 柱 面 问 流体 的 运动 . 
解 : 我 们 取 柱 坐标 , 其 z 轴 沿 柱 面 的 轴线 ， 速 度 处 处 沿 着 z 辅 方向 ， 卫 
只 依赖 于 7 ( 像 压力 一 样 ), 即 
4 一 02(7)。 


我 们 得 ”的 方程 





项 (o.V)o=220 /3z 恒 等 于 零 ， 利用 了 一 玉 处 2 一 和 7 了 = 妨 处 =0 的 边界 
条 件 , 得 
In (r/R.,) 
RR 

每 个 柱 面 单位 长 度 上 的 麻 按 力 都 是 2xnu/in(BR,/R). 

问题 5. 设 有 一 厚度 为 的 流体 层 ， 上 边界 是 自由 面 , 下 边界 是 固定 平 
面 , 它 与 水 平面 的 来 角 为 a. 试 确定 在 重力 作用 下 该 流体 层 的 流动 ， 

解 : 取 固 定 平面 为 zy 面 ， 鞭 2 轴 指 向 流动 方向 (图 6)， 我 们 求 只 依赖 
于 z 的 解 ， 在 重力 场 中 对 于 bz 一 ?"(z) z/ 
的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 是 a 

dv : 


0 了 5 十 pgsinw 一 0， 


dp = 
i pgcosa=0, 
在 自由 面 上 (s= 加 ,应 有 oss 一 7dv/dz 图 6 
二 0, 0 一 一 2 一 一 2o (Po 是 大 气压 力 )。 在 z=0 处 应 有 2%v=0， 满 足 这 些 条 
件 的 解 是 
@ 7 5 





1 一 2 十 09( 玉 一 2) eosa, 


v= LI 9g— 2), 
27 


方 国 单 位 长 度 的 流量 为 
Vl 
问题 6， 试 确定 粘性 完全 气体 治 欧 截 面 管道 党 温 流 动 的 压力 降 ( 记 住 , 完 
全 气体 的 动力 于 性 系数 7 与 压力 无 关 ). 
解 : 在 任何 一 段 很 短 的 管道 内 , 假如 压力 梯度 不 是 太 大 ， 可 以 认为 气体 
芷 不 可 庄 缩 的 , 因此 , 可 用 式 (17. 10), 由 此 得 





但 通过 较 大 的 距离 ，p 楼 发 生变 化 ， 于 是 压力 不 是 z 的 线性 函数 .根据 
状态 方程 , 气体 密度 p 二 mp /kT, 这 里 mm 是 一 个 分 子 的 质量 , 到 是 玻 耳 兹 曼 常 
数 。 所 以 

2 A 


dz amRt p 
(显然 ,无 论 气体 吓 否 为 不 可 丘 缩 的 ， 气 体 通过 管道 的 流量 @ 都 相同 )。 由 此 
可 得 





;p167 kT 
Pa Pi mB: 4， 


淇 昌 Ps、 2 是 长 度 为 过 的 管道 两 闫 的 压力 . 


$ 18， 两 个 旋转 圆柱 面 之 间 的 流动 
现在 我 们 来 研究 两 个 无 限 兵 同 轴 圆 柱 面 之 问 流 体 的 运动 ， 柱 
面 的 半径 分 别 为 玉 、 居 (BR 全 下)， 并 分 别 以 角速度 1,，92; 线 其 轴 
旋转 ， 我 们 取 柱 坐标 42, 其 z 轴 沿 着 柱 面 的 轴线 .由 对 称 性 ， 
显然 有 
0 一 0 一 0, 0 一 Cr) p=p(7). 


在 这 种 情况 下 , 柱 坐 标 中 的 纳 维 -斯 托 殉 斯 方程 给 出 两 个 方程 : 


d 2 
je (18.1) 
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2 7 
二 二 (18.2) 


后 一 方程 有 和 7" 形式 的 解 , 将 它 代 入 方 促 往 4 三 土 1, 所 以 
v=ar -1b/r, 

委 数 a 和 2 由 边界 答 件 确定 , 由 根据 边界 条 件 , 内 外 柱 面 上 的 流速 

必须 等 于 对 应 的 柱 面 林 身 的 速度 : 在 7=Ri 处 ,v= 二 R8, 在 7= RR 

处 ,2 二 Ri,8，， 结 果 我 们 求 得 速度 分 布 为 

只 :有 :一口 有， (QQ)RIR 1 


BB | RR 


于 是 , 压力 分 布 可 由 式 (18.1) 直 接 积分 求 得 . 
对 于 1 二 ,= 2 的 情形 , 我们 就 有 2= 027, 即 流体 随 柱 面 刚 
性 地 旋转 ， 当 不 存在 外 柱 面 时 (2:= 0, R=o00), 得 v= QB?/7. 
我 们 再 来 确定 作用 在 柱 面 上 的 摩擦 力矩 ， 作 用 在 内 柱 面 单位 
面积 上 的 摩 控 力 , 沿 着 柱 面 的 切线 方向 , 且 由 式 (15. 12) 知 , 它 等 于 
应 力 张 量 的 分 量 of。 利用 公式 (15. 15) 得 


天 一 


| PE 


中 | ov 2 
[orea, "| ( ar -人 | 
网 (1— (2) BR; 
一 一 27 2 
再 弱 以 2xR!， 即 得 作用 在 单位 长 度 柱 面 上 的 力 , 把 上 述 结果 再 乘 
以 Ri 即 得 力矩 2,。 于 是 有 
M, = 4xn(1— 9,) RiR; 
R;— R? 
作用 在 外 柱 面 上 的 力矩 形 ; 显然 是 一 作 ,@. 
关于 §17 和 8 18 中 已 求 得 的 粘性 流体 运动 方程 的 解 , 可 作 以 
(D 对 于 两 个 贺 柱 面 的 思平 行 而 不 重合 , 有 粘性 流体 在 这 两 个 圆柱 面 之 间 狱 窗 区 
域内 运动 的 情形 ， 这 种 更 复杂 问题 的 解 可 参看 H. E. Kouny，1.A. En6ensp, H.B.P- 
03e, Teonemauneexan Tudnomeranura, Y. 2, 419，TocrexH3aat(1948); A. Sommerf-— 
eld, Mechanics of Deformable Bodies, § 36, Academic Press, New York(1950). 
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) 一 (18.3) 








(18.4) 





下 一 般 性 的 说 明 ， 在 所 有 这 些 情 况 下 ， 凡 用 来 确定 速度 分 布 的 方 
程 中 的 非 线 性 项 (wD:V)v 都 恒 等 于 堆 ， 所 以 我 们 实际 上 是 解 线性 
方程 , 这 就 使 问题 简单 得 多 ， 由 于 这 个 原因 , 这 些 解 也 全 都 满足 不 
可 压缩 理想 流体 的 运动 方程 , 比如 (10. 2) 和 (10. 3) 形 式 的 方程 .这 
就 是 公式 (17.1) 和 (18. 3) 全 都 不 包含 粘性 系数 的 原因 ， 因 为 压力 
梯度 是 由 粘性 所 引起 的 ， 所 以 粘性 系数 只 出 现在 象 (17. 9) 这 样 的 
公式 中 , 这些 式 子 把 流体 中 的 速度 和 压力 梯度 联系 起 来 ; 对 理想 流 
体 , 即使 没有 压力 梯度 , 它 也 能 在 管道 内 流动 . 


$19， 相似 律 


在 研究 粘性 流体 运动 时 ， 通 过 对 各 种 物理 量 的 量 纲 作 简 单 分 
析 , 可 以 获得 一 些 重 要 结果 .我 们 来 考虑 任 一 特定 类 型 的 运动 , 例 
如 某 个 确定 形状 的 物体 通过 流体 的 运动 .假如 物体 不 是 球体 ， 还 
必须 指出 它 的 运动 方向 ， 例 如 桶 球 是 沿 最 长 轴 还 是 最 短 轴 方 而 运 
动 ， 或 者 ,换个 提 法 ， 我 们 来 考虑 流体 在 边界 形状 确定 的 区 域 ( 如 
给 定 截面 形状 的 管道 等 ) 中 流动 . 

在 这 种 情况 下 ,我 们 就 说 形状 相同 的 物体 是 几何 相似 的 : 即 这 
些 物 体 相 互 之 间 ， 可 按 同 一 比例 改变 其 中 一 个 物体 的 所 有 线 度 而 
得 到 为 一 个 ， 因 此 ,假如 物体 的 形状 是 给 定 的 , 只 要 指出 其 中 任何 
一 个 线 度 ( 如 球体 或 圆 管 的 半径 ， 偏 心率 已 知 的 椭 球 的 一 个 半 轴 
等 ), 就 足以 确定 其 全 部 尺寸 . 

现在 , 我 们 将 考虑 定常 流 ， 例 如 ， 车 讨论 弹 固体 的 流动 (为 确 
定 起 见 , 下 面 我 们 将 讨论 这 种 情况 )， 则 来 流速 度 应 为 常数 .我 们 
还 假设 流体 是 不 可 压缩 的 . 

在 流体 动力 学 方程 组 ( 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 ) 里 ， 就 表征 流 
体 本 身 特性 的 参数 而 言 ， 只 出 现 运 动 粘性 系数 >=7/p. 还 有 , 求 
解 这 个 方程 组 所 必须 确定 的 未 知 函 数 是 速度 vz 和 p/p， 这 里 7/p 
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是 压力 2 与 不 变 密度 o 的 比值 ， 再 者 ， 流 动 依赖 于 在 流体 中 运动 
的 物体 的 形状 、 尺 寸 以 及 它 的 速度 ， 这 些 都 作为 边界 条 件 制约 流 
动 ， 由 于 物体 形状 假定 是 已 知 的 ， 它 的 几何 特性 可 由 一 个 线 度 加 
以 确定 ， 现 用 表示 这 个 线 度 ， 设 来 流速 度 为 u， 于 是 任何 流动 
都 是 由 »+,% 和 7 这 三 个 参数 确定 ， 这 些 量 的 量 纲 如 下 : 

» 王 [厘米]/[ 秒 1], 1 二 [厘米 ],4=[ 厘 米 ]/[ 秒 ] 
容易 证 明 , 由 以 上 三 个 量 只 能 构成 一 个 无 量 纲 量 ， 即 好 /mw。 这 个 
组 合 称 为 雷诺 数 , 并 用 情 表 示 : 

=pul/n=ully, (19.1) 
任何 其 它 的 无 量 纲 参 数 都 可 写成 及 的 函数 . 

现在 我 们 束 用 荐 &% 来 分 别 量 度 长 度 和 速度 , 也 就 是 说 , 可 引 | 
进 无 旦 纲 变 量 /2 和 /4u， 因 为 唯一 的 无 旺 纲 参 数 是 雷诺 数 ， 显 
然 解 不 可 压缩 流 方程 组 所 得 的 速度 分 布 由 

Vv—uf (r/l, RR) (19. 2) 
形式 的 函数 给 出 ， 由 此 式 看 出 , 在 同一 类 型 的 两 个 不 同 流 动 中 ( 例 
如 不 同 粘 性 的 流体 绕 不 同 半 径 球 体 流动 )， 若 它们 的 雷诺 数 相 同 ， 
则 速度 w/w 与 比值 >/ 的 国 数 关系 是 相同 的 ， 凡 只 要 改变 坐标 
和 速度 的 量度 单位 , 就 可 从 一 个 流动 得 出 男 一 个 流动 , 我 们 就 称 这 
些 流动 是 相似 的 .因而 具有 相同 雷诺 数 的 同类 流动 是 相似 的 ， 这 
就 叫做 相似 律 (和 雷诺 1883). 

类 似 于 (19. 2), 可 以 写 出 流体 中 的 压力 分 布 公式 ， 为 此 , 我 们 
必须 由 参数 v, 7 和 包 作 出 某 个 量 纲 为 压力 除 以 密度 的 量 , 比如 , 这 
个 量 可 以 是 寻 ， 于 是 我 们 可 以 说 ，2?/pox 是 无 量 纲 变量 了/ 和 无 
量 纲 参数 的 函数 ， 所 以 : 

p= puf lr/!, RR). (19. 3) 

最 后 , 类 似 的 考 虚 也 可 适用 于 这 样 一 些 晤 :它们 描写 流动 的 特 

性 ， 但 不 十 华 标的 国 数 ， 例 如 作用 在 物体 上 的 阻力 刃 就 是 这 样 一 
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个 量 ， 我 们 可 以 说 : 阻力 了 与 用 5,4, Lp 组 成 的 并 具有 力 的 旱 绢 
的 某 个 量 之 比 必定 只 是 雷诺 数 的 限 数 。 比 如，?z,4, P 组 合成 力 
的 量 纲 可 以 是 pc 性 因而 

F= Da2728( 尼 )。 (19. 4) 

若 重 力 对 流动 有 重要 作用 , 则 流动 不 是 由 三 个 参数 确定 , 而 是 
由 22 和 重力 加 速度 9y 这 四 个 参数 确定 .由 这 四 个 参数 可 构成 
两 个 独立 的 无 量 纲 量 , 而 不 是 一 个 。 比 如 , 这 两 个 量 可 以 是 雷诺 数 
和 弗 劳 德 数 , 弗 劳 德 数 为 

P=u2/1g. (19. 5) 
在 公式 (19.2) 一 (19.4) 中 , 匈 数 了 此 时 将 不 只 依赖 于 一 个 参数 , 而 
是 依赖 于 两 个 参数 (ER 和 五 ),， 因 而 ， 只 有 当 这 两 个 数值 都 相同 时 ， 
两 个 流动 才 是 相似 的 . 

了 最后， 我 们 可 以 捉 一 个 非 定 向 流 ， 要 描述 一 个 确定 类型 的 非 
定 第 流 的 特征 , 不仅 要 由 昌 %*,&, 1， 而 是 还 要 有 表示 其 流动 特征 的 
某 时 间 合 隅 t,， 后 者 俩 定 流 动 的 变化 率 ， 例 如 ， 当 浸 没 在 流体 中 的 
确定 形状 的 固体 ， 按 一 定 的 规律 振动 时 ，z 就 可 以 是 振动 的 周期 . 
由 »,4, LT 这 四 个 量 , 我 们 又 可 以 组 成 两 个 独立 的 无 量 纲 量 , 这 两 
个 量 可 以 是 雷 详 数 以 及 有 时 所 称 的 斯 特 鲁 哈 ($trouhal) 数 

S =ur/l. (19.6) 
在 这 种 情况 下 , 只 有 当 这 两 个 数 的 数值 相间 时 , 才 存 在 相似 流动 

党 流体 振动 是 自发 地 发 生 的 (而 不 是 在 给 定 的 外 激发 力作 用 

下 发 生 的 ), 则 对 于 确定 类 型 的 运动 , S 就 是 六 的 确定 轩 数 : 
S=f(B). 


§ 20。 斯 托 克 斯 公式 


在 小 雷诺 数 流动 的 情况 下 ， 纳 维 -斯 托 殉 斯 方程 可 大 为 简化 . 
对 于 不 可 压缩 访 体 的 定 第 流 , 方程 为 
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ee 了 
ee 人 VW. 
(VW: VV VD 十 


量 (@ VD) 人 的 | 0 /7 ,2 和 7 与 8$819 中 意义 相同 . 量 (7/P) 人 AD 
的 量 级 为 nu/pl?， 这 两 个 量 的 比值 就 是 雷诺 数 ， 央 而 如果 雷诺 
数 很 小 , 则 (wv) 可 以 忽略 , 运动 方程 可 化 为 线性 方程 

NAV— Vp=0. (20.1) 
再 加 上 连续 方程 

V:V=0, (20. 2) 

确定 运动 的 方程 组 就 完备 了 ， 如 对 方程 (20. 1) 取 旋 度 ， 还 可 得 到 
方程 

A(VX vv)=0. (20. 3) 
此 式 也 是 有 用 的 . z 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 球 在 粘性 流体 中 的 匀速 直线 运动 . 
很 清楚 ， 球 的 这 种 运动 ， 与 给 定 无 穷 远 处 来 流速 度 为 4 的 流体 绕 
固定 球 的 流动 ， 两 者 在 问题 性 质 上 是 完全 等 价 的 ， 前 一 个 问题 中 
的 速度 分 布 , 可 简单 地 由 后 一 个 问题 中 的 速度 分 布 减 去 4 而 得 到 ; 
这 样 一 来 , 在 无 穷 远 处 流体 静止 , 而 球 以 速度 一 4 运动 。 如 果 我 们 
把 流动 看 作 是 定常 的 , 当然 必须 是 讨论 静止 球体 绕 流 ; 因为 当 球 运 
动 时 , 空间 中 任何 一 点 的 流体 速度 是 随时 间 变 化 的 . 

于 是 , 在 无 穷 远 处 应 有 多 =2; 我 们 写成 = 十 4; 所 以 在 无 
穷 远 , wm' 是 零 ， 因 为 V'w=V'w'==0, v2' 可 写成 某 个 矢量 的 旋 度 : 
二 Vx A+u， 我 们 知道 ， 极 矢量 的 旋 度 是 一 个 轴 矢 量 ， 反 之 亦 
然 ， 因 为 速度 是 一 个 普通 的 极 矢量 , 所 以 A 一 定 是 轴 矢 量 ， 现 在 
(因而 A) 只 依赖 于 矢 径 ~( 原 点 取 在 球 心 ) 和 参数 t， 这 两 个 和 
量 都 是 极 矢量 ， 而 且 , A 显然 必须 是 4 的 线性 函数 .对 于 完全 对 
称 的 物体 ( 球 )， 由 两 个 极 矢 量 可 构成 的 这 种 轴 矢 量 只 有 矢 积 7 x 
UW， 所 以 A 必定 具有 f(r)n x 的 形式 ， 这 里 (7) 只 是 7 大 小 
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的 函数 ， 而 nt 是 矢 径 方向 的 单位 估量 ， 乘 积 户 (>)m 可 写成 困 数 
了 (7) 的 梯度 Vf(7), 所 以 A 的 一 般 形 式 是 Vf xz 于 是 我 们 可 将 
速度 2' 写成 
v=yxL[LVfxu), 
因为 是 常 和 失 量 , Vf xu 二 Vx (f4), 所 以 
v=Vx(Vx (fu))+u (20. 4) 
为 了 确定 溺 数 f, 我 们 利用 方程 (20.3)， 因 为 
Vxvw=Vx[vVx (VX (fa))j=LV(V)~—AlvYx (fu) 
=— 人 [Vx (fu)), 
所 以 (20. 3) 写 成 
ALVx (fu)]=0; 
或 者 , 因为 t= 党 矢量 ， 
A (VIxu)=[A (VN) 1xXu=0 


由 此 得 出 A’(V/)=0. (20. 5) 
初 积分 给 出 
人 f= 常数 


容易 看 出 ,这 个 常数 必须 为 零 ， 这 是 因为 在 无 穷 远 处 速度 2 必须 
为 零 , 且 它 的 导数 也 必须 为 零 ， 表 达 式 人 :f 包含 了 的 四 阶 导数 , 而 
速度 由 了 的 二 阶 导数 给 出 ， 于 是 我 们 有 


A'f= 雯 拖 (" Af=0. 0 


因而 
人 f=2ajr-+4. 
车 无穷 远 处 速度 为 零 , 则 常数 4 必须 为 零 . 由 人 j= 2c/, 我 们 得 
f=ar+ob/r (20. 6) 
附加 的 常数 是 无 关 紧 要 的 (因为 速度 由 下 的 导数 给 给 出 )， 所 以 省 略 
不 写 了 。 
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把 它 代入 (20.4), 经 简单 计算 
Ui nu 1) 十 DC 和 一 下 


OU da (20.7) 


备 数 a 和 8 必须 由 以 下 的 边界 条 件 人 确定 : 在 球 的 表面 (7=B), 2 
0, 即 

R’* 
因为 这 个 方程 必须 对 所 有 的 ni 都 成 立 , 所 以 和 ?Ga) 的 系数 
必须 都 是 零 : 


全 一 二 


a nn) | 


a ,5b 
页 十 


因而 a= 了 了 BR， 5 二 了 BR', 于 是 最 后 得 


a .3b 
zi—1=0, -包产 =0 





ee i (20. 8) 
4 4 
VD te 
4 和 
(20. 9 ) 
或 用 球 坐 标 分 量 
SR 
vweos0| 1 一 下 二 和 | (20. 10) 
2 0 z 
和 ] | 相信 Ar ) 


上 式 给 出 运动 的 球面 附近 的 速度 分 布 ， 为 确定 压力 ， 把 (20.4) 代 
入 (20.1): 
VP=n7AV=nALVX(VxX (fu)))=nALVOV: GD) 一 4LA 力 . 
但 A*f=0, 所 以 
Vz=VLIACV (fu))1= vinu:v(Af)]. 
于 是 
P=nu:V(Af) po. (20. 11) 
® 87 + 





这 里 po 是 无 穷 远 处 流体 的 压力 ; 将 了 代 换 以 后 , 得 最 终 表 达 式 


p= po -7 | (20. 12) 


利用 以 上 公式 , 我 们 可 以 计算 运动 流体 作用 在 球 上 的 力 了 (或 

者 , 同样 地 , 即 球 罕 过 流体 运动 时 ， 作 用 在 球 上 的 阻力 )， 为 此 ,我 

们 取 球 坐标 , 以 其 极 轴 平行 于 u; 由 于 对 称 性 , 所 有 的 量 只 是 7 和 

极 角 9 的 限 数 . 力 下 显然 平行 于 速度 4， 力 的 大 小 可 由 (15. 12) 

确定 .由 此 公式 ， 取 作用 在 球面 元 上 力 的 分 量 一 一 重 直 于 和 相 切 
于 表面 的 分 量 , 并 把 这 两 个 分 量 投 影 在 4 方向 上 , 我 们 得 

太一 0 


这 里 积分 区 域 是 整个 球面 . 
把 表达 式 (20. 10) 代 入 以 下 公式 ， 





rn oro {Lo 90 Vs) 
Op Do 0 Tr / 
《 见 (15.17)), 我 们 得 , 在 球面 | 
7 rr 37 A 
Orr 二 0, UO rg 一 op ind. 
而 压力 (20.12) 是 
P=Po 一 cosb 
于 是 积分 (20. 13) 化 为 
3712 
7 下 
或 最 后 有 中 
F=-67Rnu., (20. 14) 


中 为 了 今后 某 些 应 用 , 可 以 指出 . 若 用 速 府 公 式 (20.7) 进 行 计算 (常数 4 和 5 晨 
未 定 的 ), 我 们 得 
F=87T01d. (20.14a) 
ee 2 9 





这 个 公式 称 为 斯 托 克 斯 公式 ， 它 给 出 球 在 流体 中 缓慢 运动 时 
所 受 的 阻力 .我 们 注意 到 ， 阻 力 < i 过度 和 物体 线 度 的 一 次 方 成 下 
比 . z 
阻力 对 速度 各 物体 线 度 的 这 种 依赖 关系 对 其 它 形状 物体 的 缓 
慢 运 动 也 是 适用 的 .作用 在 任意 形状 物体 上 J 的 方 回 与 速度 方 
向 是 不 同 的 , 下 与 关系 式 的 一 般 形式 可 写 
人 (20.15) 
这 里 ais 是 与 速度 无 关 的 二 阶 张 量 ， 重 要 的 是 要 注意 , 这 个 张 量 证 
对 称 张 量 (ais= a4;); 这 个 结果 是 在 速度 取 线 性 近似 的 情况 下 才 保 
持 正 确 ， 并 且 这 个 结果 是 作为 有 消散 过 程 的 缓慢 运动 所 适用 的 普 
遍 规 律 的 一 个 特殊 情况 忆 . 
刚才 对 球体 绕 流 所 得 的 解 , 在 远离 奈 体 的 地 方 , 即使 是 雷诺 数 
很 小 时 , 也 是 不 适用 的 ， 为 了 弄 清 这 一 点 , 我 们 估算 式 (20. 1) 中 赂 
去 的 项 (Vw.V)v 的 大 小 .在 距离 较 远 处 ， 速 度 是 UL， 由 (20.9) 式 
看 出 : 在 这 种 距离 上 , 速度 的 导数 具有 28/ 的 量 级 .因而 (2:V) 
2 具有 2 有 R/7? 的 量 级 .在 方程 (20.1) 中 保留 的 项 , 比如 (1/p)V7， 
具有 7Ru/pr" 的 量 级 ( 见 (20.12)). 条 件 
nnR/pori uBR/r’ i 5 
只 有 在 距离 ?vj/w 处 才 成 证 , 这 里 =7/o. 在 较 大 的 距离 处 , 略 
去 这 些 项 十 不 合理 的 , 因而 所 求 得 的 速度 分 布 是 不 正 傅 的 . 


@ 也 可 算出 缓慢 运动 的 任意 形状 椭 球 的 阻力 ， 对 应 的 公式 可 参看 H.Lamb， 
Hydrodynamics, 6th.ed.,§ 339.Combridge (1932). 这 里 给 出 半径 为 已 的 平面 融 盘 
运动 阻力 的 极限 表达 式 , 对 于 圆 盘 沿 垂 直 于 其 平面 的 方向 运动 的 情形 , 则 有 

f=16nku. 
对 于 同样 的 国 盘 在 其 自身 平面 内 运动 的 情形 则 有 
F=32nRu/3. 

@ 例如 , 参看 LAI. 朗 道 E. M. 票 弗 席 获 著 , 杨 训 恺 等 译 ,统计 物理 学 ，$ 120 入 

民 教育 出 社 版 1964， 


和 83 。 





为 了 求 得 远离 物体 处 的 速度 分 布 ， 必 须 考虑 (20.1) 中 上 略 去 的 
项 (w'V)v， 因 为 在 这 些 距 离 处 , 速度 必 与 近乎 相等 , 我们 可 近似 
地 用 UV 代 赫 w.V，。 因 而 在 远 距离 处 , 我 们 得 到 关于 速度 的 线性 
方程 [ 奥 森 , (C. W. Oseen)1910] 为 


(ueV) v= TV TvAY. (20.16) 


我 们 不 谁 备 在 这 里 给 出 这 个 球体 绕 流 方程 的 解 马 ， 而 只 是 说 
明 ， 这 样 所 求 得 的 速度 分 布 可 用 来 推导 作用 在 球体 上 阻力 的 更 精 
确 公 式 ， 它 包含 阻力 按 雷 诺 数 vB/ 的 需 次 展开 式 的 第 二 项， 这 
公式 是 @ 

F=6rnuBR(l -3uB/8y). (20.17) 

最 后 , 需要 指出 , 在 解 无 限 长 圆柱 的 横向 绕 流 问题 时 ， 从 一 开 
始 就 必须 用 奥 森 方程 ; 在 这 种 情况 下 ， 方 程 (20.1) 没 有 这 样 的 解 : 
它 既 满足 柱 体 表面 上 的 边界 条 件 ， 同 时 又 在 无 穷 远 处 为 零 ， 作 用 
在 单位 园 柱 长 上 的 阻力 可 求 出 为 

P= (20.18) 
5 7?— ln(uR/4y) 
这 里 ?=0.577 是 欧 拉 常 数 . 
问 题 

问题 1， 设 有 两 个 同心 球面 , 半径 为 Ri, BR:(R:> RD) ,它们 分 别 以 匀 角 速 

Q@ 对 球体 和 柱 体 的 详细 计算 可 参看 H. E. Kounn, 开 .A. Kn6cns, H. B.Poae, Te- 
0DeTHJUeCKaf 工 HPDOXeXxaHHK2，d, 2, Chapter II §§25—26, TocTrexa3dtaTr， (1948). H. 
Lamb, Hydrodynamics, 6th ed, §§342-3,Cambridge(1932). 

加 初 看 起 来 , 因为 奥 春 方程 没有 准确 地 给 出 球体 附近 的 速度 分 布 ， 似 乎 这 个 方 
程 不 能 用 来 计算 阻力 的 修正 项 ， 但 事实 上 上 ， 由 邻近 流体 (这 里 wv/r) 运动 而 产生 的 
阻力 应 按 矢 量 uu 的 嗜 展 开 、 因 而 邻近 流体 运动 产生 的 忆 中 第 一 个 非 零 修正 项 是 正比 
于 wzu， 即 具有 雷诺 数 的 二 次 方 . 所 以 它 不 影响 公式 (20.17) 中 一 次 方 修正 项 ， 对 斯 
托 克 斯 公式 的 进一步 修正 不 能 由 奥 森 公式 算出 . 

e 8§4 。 





度 2 和 02; 绕 不 同 的 直径 旋 转 ， 两 球面 间 充 满 流体 雷诺 数 41Bijy 和 和 
人 2,R2/y 与 1 相 比 是 个 小 量 ， 试 确定 球面 间 流 体 的 运动 . 

解 由 于 方程 是 线性 的 , 两 个 旋转 球面 间 的 运动 可 看 作 是 两 个 运动 的 登 
加 , 这 两 个 运动 分 别 是 当 一 个 球面 静止 而 另 一 个 球面 旋转 时 求 得 的 ， 先 令 42。 
二 0, 即 只 有 内 球面 在 旋转 ， 可 合理 地 设想 各 点 流体 的 速度 都 和 一 个 圆 相 团 ， 
这 些 圆 的 圆心 在 转轴 上 , 圆 平面 垂直 二 转轴， 根据 轴 对 称 性 ， 沿 这 个 方向 的 
压力 梯度 为 零 ， 因 而 运动 方程 (20. 1) 变 成 Ao=0.， 角 速度 矢量 &; 是 一 个 轴 
矢量 ， 作 类 似 于 前 面 所 作 的 讨论 , 可 以 表明 , 速度 可 写成 

v=VX[f0)Q = Vf) XQ. 
于 是 运动 方程 给 出 [V( 人 有] XQ 一 0, 因为 矢量 V(A 记 平行 于 矢 径 ， 且 对 于 
给 定 的 Qi 和 任意 的 > 而 言 , 舌 积 rXQ 不 为 零 , 我 们 必定 有 V( 信 有 ==0 所 以 
人 f= 常数 ， 
积分 得 
ob 


了 一 ay? 十 卫 ， o—( 革 20)Q xn 


常数 a 和 5b 由 以 下 条 件 确 定 : 当 7 王妃 时 bo 一 0, 又 当 了 一 玉 时 u 一 gg， 这 里 
一 Qi,Xr 是 旋转 球面 上 各 点 的 速度 ， 结 果 是 


RiR;: /1 1 
"Rh 二 再 jasxr 


流体 压力 是 常数 (7 = 20o)， 类 似 地 , 对 外 球 旋转 内 球 静 止 (G21=0) 的 情形 ,我 
们 有 


在 两 个 球 都 旋转 的 一 般 情况 下 , 我 们 有 


ah 去-~ 言 - (让 一 去 ' 
i {Gn Ct 


车 设 有 外 球 ( 有 := cc, Q,=0), 即 只 有 一 个 半径 为 的 球 ， 在 无 限 大 的 演 
体 区 域 中 旋转 , 则 





voxr. 
人 


我 们 来 计算 这 种 情况 下 作用 在 球 上 的 摩擦 力矩 ， 取 球 坐 标 , 其 极 轴 平行 于 9， 
我 们 有 9;,=vs=0,04 二 v 二 (R302/r?) sin9， 作 用 在 球 画 单位 面积 上 的 摩擦 力 
是 


9 83 9 





OL 2 ， 
O44= ( i =~—3n02sing. 


作用 在 球 上 的 总 力 年 是 
M = | osRsin 0.2xR?sin bd0, 
十 是 我 们 得 
M=— 8xn R00. 

若 没 有 内 球 ， ee 即 流 体 只 是 随 着 包围 它 的 球面 而 刚性 地 旋转 

问题 2， 设 有 - -粘性 系数 为 7 的 球形 流体 小 滴 , 在 重力 作用 下 ， 运动 于 
粘性 系数 为 i 求 小 泣 的 速度 ( 柳 布 饮 斯 基 1911). 

解 : 我 们 采用 这 举 一 种 坐标 系 : 在 这 坐标 系 中 ， 沪 体 小 滴 静 下 不 动 、 对 
小 滴 外 面 的 流体 , 我 们 还 是 求 方程 (20.5) 的 共有 有 (20.6) 形式 的 解 ， 所 以 速度 
有 (20.7) 的 形式 ， 对 于 滴 内 流体 , 必须 找 在 ?=0 处 没有 奇 点 的 解 ( 因 施用 于 
确定 速度 的 了 的 二 阶 导数 在 了 = 一 0 处 也 必须 保持 有 限 值 )， 这 个 解 是 

本 47? 十 去 Br4 
而 对 应 的 速度 为 
v—— AudtBrifn(a'n) ~— 2u)]. 
在 球 画 上 ”, 必须 满足 下 面条 件 . 即 滴 外 和 滴 内 的 法 向 速度 分 量 we 和 应 为 
零 : 
0 一 Deor 二 0。 
切 向 速度 分 晤 必须 连续 ; 
9 一 ep 
应 力 张 量 的 分 量 av 亦 应 如 此 
| Ui,rg ~ Oe, rng, 


应 力 张 量 分 量 0,; 彼此 相 人 衔 的 条 件 括 须 写 出 , 这 个 条 件 可 以 确定 所 要 求 的 速 





CD 我 们 可 座 略 去 运动 过 程 中 流体 滴 的 形状 的 变化 , 因为 这 种 变化 是 更 高 阶 的 少 
量 . 但 应 记 住 , 为 使 运动 的 滴 事 实 上 是 球形 的 ， 由 于 边界 上 表面 张力 引起 的 力 必须 超 
过 压 差 引 起 的 力 ， Re 这 意味 着 应 有 
nu/ 已 全 wx/ 及， 
这 里 a 是 表面 张力 系数 , 或 用 &%~ Razgo/ 力 代 人 ,得 
RV alpy, 


全 加 在 多 








度 妈 ,而 用 下 面 给 出 的 方法 求 更 简单 ， 由 上 面 四 个 条 件 ， 我 们 得 到 关于 党 
数 a, 6b 》 4,， 加 的 本 个 方程 ， 这 些 方程 的 解 是 


二 R27 十 37- 
4(71 十 了 7 )” 





8 一 天: 一 一 人 一， 
4(7 十 7 ) 


按 (20. 14a) 式 ,阻力 为 
F=2xunR(2n+37n)/(n+n'). 
当 7 一 co( 对 应 于 国体 球 )， 此 式 变 成 斯 托 克 斯 公式 ， 在 9->0 的 极限 情形 
(对 应 于 气泡 )， 我 们 有 了 一 4ra7R， 邯 这 时 阻力 是 作用 在 固体 球 上 阻力 的 
2/3. 
让 五 竺 于 作用 在 小 沉 上 的 重力 合 xR*(p 一 p')g, 我 们 得 
_2R’g(p—p') (ni+n") 
37(27 十 37 ) 
问题 3， 两 块 平 行 的 平面 贺 盘 (直径 均 为 尽 ), 一 个 位 于 另 一 个 上 方 , 相 阴 
一 小 段 距离 ， 两 盘 之 间 充 满 着 流体 ， 两 盘 相互 间 以 等 速 w 排 开 流体 而 靠近 ， 
试 确定 盘子 运动 所 受 的 阻力 (雷诺 ) 
解 : 我 们 取 柱 坐标 , 原点 在 下 盘 中 心 , 并 设 下 盘 固 定 . 流动 是 轴 对 称 的 . 且 
因为 流体 层 较 泗 , 所 以 主要 是 径 向 流动 vv;,， 同时 还 有 921,127 99.19z. 
于 是 运动 方程 为 


Ta or ga be 
1 Q(TV,) 
YY Dr =0. (2) 


其 边界 条 件 为 
在 z==0 处 : 2 一 0 一 0， 

在 z==h 处: 29, 二 0, 2; 二 一 级 
在 ?=B 处 ; .27= po. | 

这 里 思 是 两 盘 癌 虐 离 Po 是 外 界 压 力 ， 由 方程 (1), 我 们 得 


87 





将 方程 (2) 对 z 进行 积分 得 
2 
"de 2n7 (0 二 
因而 


.3 2 
p= (Ber), 





运动 盘 所 受 的 总 阻力 是 
F=3xrnuR’/2hs, 


8 21、 层 流 尾 迹 


在 粘性 流体 绕 固体 的 定常 流动 中 ， 在 物体 后 面 较 远 地 方 的 流 
动 具有 某 些 特征 , 我 们 可 以 独立 地 研究 这 些 特征 , 而 不 涉及 物体 的 
具体 形状 . : 

用 品 表 示 来 流 的 恒定 速度 , 我 们 取 口 的 方向 为 X 轴 , 原点 取 在 
物体 内 某 处 ， 任 一 点 的 实际 流速 可 写成 U 十 v， 在 无 穷 远 处 ,为 
零 . 

我 们 发 现 , 在 物体 后 面 较 远 的 地 方 , 只 有 在 邓 轴 附近 相当 窄 的 
范围 内 , 速度 吕 才 显著 地 异 于 零 ， 这 个 区 域 就 称 为 层 流 尾 迹 @, 只 
有 沿 着 十 分 靠近 物体 的 流 线 运动 的 流体 质点 才能 进入 这 个 区域 . 
因而 尾 迹 中 的 流动 本 质 上 是 有 旋 流 ， 另 一 方面 ， 对 于 不 靠近 物体 
的 流 线 上 的 任何 点 , 粘性 几乎 没有 影响 ， 来 流 中 的 涡 量 为 零 , 而 在 
这 些 流 线 上 ， 涡 量 实际 上 保持 为 零 ， 就 像 在 理想 流体 中 那样 ， 于 
是 ,除了 尾 迹 以 外 , 离 物 体 较 远 的 流动 处 处 可 看 作 是 势 流 ， 

我 们 来 推导 一 些 公式 ， 以 便 把 尾 迹 中 流动 的 性 质 与 作用 在 物 
体 上 的 力 联系 起 来 ， 通 过 包围 物体 的 任 一 封闭 曲面 ， 流 体 所 输 运 
的 总 动量 等 于 动量 通 量 密度 张 量 在 该 曲面 上 的 积分 : 中 i0fi. 张 
量 分 量 I 是 


Q@ 以 便 与 淇 流 尾 迹 相 区 别 , 见 $36。 
0 33 。 





Hy= pO + plU,+9) (Ut 9). 
我 们 把 压力 写成 2= 加 十 2 的 形式 , 这 里 po 是 无 穷 远 处 的 压力 . 党 
数 项 
2Z00 + PUUS, 


的 积分 得 零 , 这 是 因为 在 一 封闭 曲面 上 的 矢量 积分 中 zy 是 零 ， 积 
分 Ui 中 pvrdfi 也 为 零 ,因为 所 讨论 的 体积 中 的 流体 总 质量 是 不 变 
的 ， 所 以 通过 包围 着 这 个 体积 的 曲面 的 总 流量 中 :ay 应 为 零 . 


最 后 , 离 物 体 很 远 地 方 的 速度 心 与 口 相 比 是 个 小 量 ， 因 此 , 若 所 讨 
论 的 曲面 离 物体 足够 远 ， 则 1 中 的 项 pvi24 与 pUsv; 相 比 就 可 
略 去 不 计 ， 于 是 总 的 动量 通 量 是 


中 (D 6 t+ pUvi) ad. 

现在 我 们 取 所 讨论 的 流体 体积 是 介 于 两 个 x = 常数 的 无 限 平 
面 之 间 的 体积 , 这 两 个 平面 中 的 一 个 在 物体 之 前 很 远 的 地 方 , 一 个 
在 物体 之 后 很 远 的 地 方 。 在 无 穷 远 处 “ 模 侧 " 表 面 上 ， 上 述 积分 为 
零 (因为 在 无 穷 远 处 2' 一 2 一 0), 所 以 只 要 在 两 个 平面 上 积分 就 够 
了 .因而 ， 所 求 得 的 动量 通 量 显然 是 通过 前 平面 流 米 的 总 动量 通 
量 和 通过 后 平面 流 走 的 总 动量 通 量 之 差 ， 而 这 个 差 值 就 是 每 单位 
时 间 由 流体 传递 给 物体 的 动量 , 即 作用 在 物体 上 的 力 五 . 

于 是 ， 这 个 力 的 分 量 为 


R.=(|-|) = pvos) dyds, 


人 = 了 2 T=X1 


及 = (1D)evowaras, 


r((- JD)ovnams 
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这 里 积分 区 域 是 整个 无 限 平面 zx=2i( 在 物体 后 面 很 远 的 地 
方 ) 和 xz= zs( 在 物体 前 面 很 远 的 地 方 ). 我 们 先 来 讨论 了 7; 的 表 
达 式 . 

尾 迹 以 外 是 势 流 , 所 以 伯 努 利 方程 成 立 


p 十 地 PCD 十 加 )* 二 常数 三 Pot PU 


或 者 , 与 PU 相 比 , 赂 去 二 pv? 项 ,有 
2? =—pUv,. 
我 们 看 到 , 在 这 样 的 近似 情况 下 , 在 尾 迹 以 外 , 中 的 积分 处 处 为 
罗 换 句 话说 , 在 平面 z=x;( 它 位 于 物体 的 前 面 ， 不 与 尾 迹 相 交 ) 
E, 积分 为 零 ， 而 在 平面 =x1 上 积分 只 需 在 尾 迹 楼 截面 所 对 应 的 
面积 上 进行 ， 但 在 尾 迹 之 内 , 压力 变化 2 的 量 级 为 py", 即 与 pUv。 
相 比 是 个 小 量 ， 于 是 得 到 物体 上 的 阻力 为 
p=—pU||vdydz. (21.1) 


这 里 积分 是 在 物体 后 面 远 处 尾 迹 的 整个 横 截 面 上 计算 的， 当然， 
尾 迹 内 的 速度 "* 是 负 的 ， 这 里 流体 运动 比 不 存在 物体 时 要 慢 些 ， 
应 注意 ，(21. 1) 中 积分 给 出 的 道 过 尾 迹 的 流量 达 不 到 不 存在 物体 
情况 下 的 相应 数值 
讽 在 来 研究 使 物体 作 横向 运动 的 力 (其 分 量 为 Pu，P.)， 这 个 
力 称 为 升力 ， 尾 迹 外 面 是 势 流 , 可 写成 v,=9$/3y,vs=9$/9z; 平 
面 z=z? 不 涉及 尾 迹 , 在 它 上 面 的 积分 为 零 
人 99 gygz— 
perez= | 全 ezz=。 i 学 99 gydz=0. 
这 是 因为 在 无 穷 远 处 $ 二 0。 所 以 得 升力 
8 一 一 DT | Joayas, 下 5 天 二 pU| [vdyaz. (21. 2) 
在 此 二 式 中 仍然 只 须 在 尾 迹 的 横 截面 上 取 积 分 .车 物体 有 个 对 称 
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轴 ( 不 必 完 全 轴 对 称 ), 且 流 动 平 行 于 这 个 轴 , 则 绕 物 体 的 波动 也 有 
个 对 称 轴 ， 在 这 种 情况 下 , 升力 当然 为 零 . 

我 们 来 全 究 尾 迹 中 的 流动 。 对 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 各 项 量 
级 的 估计 表明 , 在 离 物 体 的 距离 为 " 处, 只 要 7rU/v 守 1, 项 py 人 一 
般 可 以 赂 去 不 计 ( 参 看 $ 20 开头 关于 相反 条 件 的 推导 ); 在 这 些 距 
离 处 , 尾 迹 外 面 的 流动 可 当 作 势 流 ， 但 对 尾 迹 内 部 而 言 , 即使 在 这 
些 距 离 处 , 该 项 还 是 不 能 略 去 , 因为 横向 导数 3222/9y*, 3:w/9z? 比 
起 9°v/9z? 是 个 大 量 . 


在 尾 迹 里 面 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 项 (mw V)m 的 量 级 是 


这 里 上 表示 尾 迹 宽度 ， 妈 从 扎 轴 至 速度 忆 显 著 减 小 之 处 的 距离 的 
量 级 、， 阁 这 两 项 大 小 相当 , 可 得 

Y~\ vz/U. (21. 3) 
事实 上 上 上， 由 Uz/v 守 1 的 假设 条 件 可 知 ， 了 这 个 量 与 z 相 比 是 个 小 
量 .。 所 以 层 流 尾 迹 的 宽度 是 随 与 物体 距离 的 平方 根 而 增加 的 . 

”为 了 求 出 尾 迹 中 速度 如 何 随 z 增加 而 减 小 的 变化 关系 ， 我 们 
回 到 公式 (21.1)， 积 分 区 域 面积 为 站 的 量 级 ， 因 而 可 估算 出 该 
积分 约 为 F,~pUv 了 Y*, 再 利用 关系 式 (21. 3) 得 

v~F,/ pv2. (21. 4) 


问 题 
问题 1， 试 确定 有 阻力 和 升力 的 情况 下 层 流 尾 迹 内 的 流动 . 
解 : 把 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 中 的 速度 写成 上 十 ov 的 形式 , 并 (在 远离 物体 
处 ) 赂 去 含 二 次 方 的 项 , 我 们 得 
® 9 e 





$A v (2)+s» (Ft) 


2X V\p 9y: 927 
上 式 已 略 去 了 Auo 中 的 项 2*o/2zZ2， 现 在 来 求 o 一 上 十 oz 形式 的 解 , 其 中 vi 满足 


gv (SE 352) 
Ur (a + az) 


由 于 原来 方程 中 有 一 项 一 V(7/P) 而 出 现 的 项 wm: 可 当 作 是 某 个 标量 的 梯度 
V@ 来 求 ， 因 为 在 远离 物体 处 , 对 zx 的 导数 比 起 对 y 和 = 的 导数 是 个 小 量 ， 
按 相同 的 近似 , 我 们 可 以 略 去 wz 中 的 项 2212z, 即 了 wz 一 Dizr。 

于 是 我 们 得 wz 的 方程 


1722z _ (5 多 2 
ox 2y* 92 


在 形式 上 这 个 方程 与 二 维 导 热 方程 相同 ,用 z/Z 代替 了 时间 ,用 粘性 系数 > 
代 埠 了 导 温 系数 ， 老 要 求 方程 的 解 符 合 随 y 和 2 的 增 大 而 减 小 的 规律 (对 固 
定 的 z 而 言 ), 并 且 当 Z->0 [时 和 ee 个 无 限 罕 的 尾 迹 ( 在 目前 近似 程度 下 ， 
认为 物体 尺度 很 小 ), 则 这 种 解 wz 应 是 ( 见 851) 

es 


ey i (1) 
4TTDD ZX 














2: 一 一 


利用 公式 (21.1)， 此 式 中 的 常 系 数 已 用 阻力 表示 . ee 
(21. 了 中 语 y 和 zz 的 积分 域 可 扩展 到 土 o。 若 用 球 坐 标 7?+,9，y 代 蔡 直角 
坐标 , 且 以 x 轴 为 极 轴 , 则 是 迹 区 域 ([ 刀 十 z2]12<z) 对 应 于 上 在 这 种 坐 
标 中 , 公式 (1) 变 成 . 





2 一 一 下 1 sp -Ur Ea (1:) 
4Axpovr r | 


o* 中略 去 的 项 2 中 /3z( 中 由 下 面 的 公 $s 式 (3) 给 出 ) 应 按 1/7 而 更 迅速 地 减 小 . 
2 和 v1: 必须 具有 与 (1) 相同 的 形式 ， 我 们 取 升 力 的 方向 作为 y 轴 的 
方向 (因而 有 :一 0) 因为 在 无 穷 远 处 中 = 0, 根据 (21. 2) 我 们 有 


| | wayas = | 二 3 )ayas 
=||vwaydz= -5 
||oisayds=0. 


由 这 些 条 件 确定 viy 和 2 中 的 常数 , 即 得 
‘0 .92 。 

















Vy = 一 9 -L(y +%’ i 2 
4 
HOY 人 y (2) 
3 中 
2 es 
为 了 求 出 函数 中 , 我 们 作 如 下 运算 .根据 连续 方程 
9v QV 
ppd A =0; 
VD 33 DPD 
将 (2) 式 代入 , 我 们 有 
37: Ns vy 
(二 gy 
将 此 方程 对 Zz 求 导数 ,并 利用 wy 所 满足 的 方程 , 我 们 得 
22 ,02 3 中 2 /9v1y 
(i 
0 Fr 
-DT ErE 3y 
因而 
2P -7 vy 
3 和 U2y° 
最 后 , 以 2 的 表达 式 代入, 并 对 2 积分, 得 
Fy 8 -Uy tz )A49 和 | 
中 5 Esk ! 1 (3) 


选择 积分 常数 应 使 得 当 y= 二 二 0 时 ， 中 保持 有 限 值 ， 在 球 坐 标 中 (方位 角 mp 
从 xy 平面 量 起 ) 








F cosy | 。 ea a 
中 ~ Yy Uro JAyY {3 
2xpU 7b 1| 0 


由 (2) 和 (3) 看 出 ,vy、9; 与 we 不 同 的 是 , 随 着 与 尾 迹 “加 ”的 距离 增 大 , 不 
仅 含 有 随 9 指数 地 减少 的 项 (对 给 定 的 7 ), 还 含有 只 随 1/9: 减少 的 项 ， 
不 出 所 料 , 定性 结果 (21. 3) 和 (21. 4) 与 上 述 公式 是 相符 合 的 ， 如 果 没 有 
升力 , 尾 迹 中 的 流动 就 是 轴 对 称 的 . 
问题 ?2， 试 确定 远离 物体 处 尾 迹 外 面 的 流动 . 
” 解 : 假设 尾 迹 外 面 是 势 流 ， 因 为 我 们 所 关心 的 只 是 势 中 中 随 上 距离 减 小 
得 最 缓慢 的 项 , 所 以 寻求 拉 普 拉 斯 方程 人 中 =0 具有 以 下 两 项 之 和 的 解 : 


中 一 Q 和 十 208 灶 (0)， 


其 中 第 一 项 是 中 心 对 称 的 且 与 力 了 sz 有 关 , 而 第 二 项 是 关于 zy 平面 对 称 的 其 
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与 力 PR 有 关 ， 
利用 球 坐 标 中 信忠 的 表达 式 , 我 们 得 函数 1(0) 的 方程 


da/ 、 af 下 
(sing55) 一 人 
当 0->x 时 , 这 个 方程 的 有 界 解 是 f= betg 5. 必须 确定 系数 5 以 便 给 出 ,的 


正确 值 ， 但 利用 以 下 事实 处 理 更 为 简单 , 即 (2777712<&0<1 的 范围 内 ,中 的 
这 一 部 分 一 定 要 与 表达 式 


Fy cosg 
2xpoU 78 


相同 , 这 个 表达 式 是 由 问题 1 中 关于 尼 迹 内 中 的 公式 (3 ) 得 到 的 .因而 
一 fy 
4noU 
为 了 确定 系数 4, 我 们 注意 到 , 像 通 过 任何 封闭 曲面 的 情形 一 样 , 通过 半 
径 7 很 天 的 球面 S 的 总 质量 通 量 为 零 ， 通 过 尾 迹 与 8 相交 部 分 So 流入 的 流 
量 是 











及 = 
| 
因而 通过 球面 其 余部 分 一 定 有 相同 的 量 到 一 害 有 


由 于 So 与 S 相 比 是 个 小 量 , 我 们 可 以 令 
中 oar= 中 ve.a= —4ra=F,/py, 
6 S 


所 以 


Fs 
4xpoU° 





以 上 两 式 之 和 给 出 了 问题 的 全 解 : 


a 9 
a ze:( P,Pycosg ctg 3 ), (1) 


此 式 给 出 远离 物体 处 尾 迹 外 面 各 点 的 流动 . 随 着 距离 7 的 增加 , 势 中 按 1/r 
减少 ， 所 以 速度 v 按 1/ 于 成 小 ， 者 没有 升力 ， 则 尾 迹 外 面 的 流动 是 球 对 称 
的 . 
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§ 22、 悬浮 流体 的 粘性 
流体 中 甚 学 着 大 量 的 细小 固体 颗粒， 就 形成 悬浮 流体 ， 如 果 
我 们 所 研究 的 现象 , 其 特征 长 度 比 颗粒 的 尺度 大 得 多 , 酌 可 以 把 县 
译 流 体 看 作 是 均匀 介质 ， 这 种 介质 具有 有 效 粘性 系数 7， 它 与 原 
来 流体 的 粘性 系数 mo 是 不 同 的 ， 对 于 基 浮 颗粒 浓度 很 小 的 情形 
( 即 颗粒 总 体积 与 流体 体积 之 比 是 个 小 量 ), 可 以 算出 这 个 7 了 值 . 对 
于 球形 矣 粒 的 情形 , 这 种 计算 是 相当 简单 的 ( 爱 因 斯 坦 , 1906). 
首先 必须 邯 卡 浸 在 流体 中 的 单个 固体 小 球 对 流动 的 影响 ， 谍 
流动 的 速度 梯度 是 向 量 ， 设 未 受 扰 的 流动 由 线性 速度 分 布 
Voi = ipt (C2201 
描述 , 其 中 i 是 常 对 称 张 量 ， 流 体 压 力 是 常数 
Po 二 常 煞 ， 
在 下 面 我 们 取 po 为 零 ,就 是 说 上 只 计算 对 这 个 常数 的 偏差 值 ， 若 流 
体 是 不 可 压缩 的 (V' mo=0), 则 张 量 ais 对 角 线 元 素 的 和 一 定 是 零 
0 (22. 2) 


现在 设 有 半径 为 RR 的 小 球 胃 于 原点 .用 = 十 加 表示 因 
小 球 存在 而 改变 了 的 流体 速度 ， 在 无 穷 远 处 如 必定 为 零 ; 但 在 小 
球 附近 , 2) 与 vo 相 比 不 是 小 量 ， 由 流动 的 对 称 性 , 显然 球 保持 静 
止 , 所 以 边界 条 件 是 在 7=BR 处 , v2 二 (0. 
运动 方程 (20.1) 到 (20. 3) 所 要 求 的 解 ， 可 以 立即 由 解 (20. 4) 
并 用 (20.6) 所 给 定 的 国 数 了 求 得 ， 只 要 注意 这 个 解 的 空间 导数 也 
是 方程 组 的 解 ， 在 上 且 前 情况 下 ， 我 们 希望 求 得 一 个 解 ， 它 以 张 量 
aiz 的 分 量 作为 参数 (而 不 像 了 20 中 那样 依赖 于 矢量 U)。 这 样 一 
个 解 是 
Vi=Vx {VxL(a:Vv)f]), 
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加 2 人 # 
2 一 ix3z Br. 


这 里 (a'y)f 表示 其 分 量 为 aix9f/9x， 的 矢量 .把 以 上 两 式 展开 ， 
并 确定 国 数 

f=ar+ob/r 
中 的 常数 a 和 2 使 之 满足 小 球 表面 的 边界 条 件 ， 我 们 得 出 速度 和 
压力 的 公式 如 下 


5 :PS5 RPR Rs 
vi= (Fn pik (22. 3) 
Rs 
P= ON si Nin 


这 里 n 是 和 天 径 方向 的 单位 舌 量 . 

现在 回 到 确定 巧 浮 流体 有 效 粘性 系数 的 问题 ， 我 们 来 计算 动 
量 通 量 密 度 张 量 is( 对 体积 ) 的 平均 值 。 按照 对 于 速度 的 线性 近 
似 , 张 量 Tix 与 应 力 张 量 一 0;: 是 相等 的 , 即 有 


~” 


Tis=|0idD, (22. 4) 
这 里 可 在 半径 很 大 的 球体 积 V 上 取 积 分 ， 然 后 让 半径 延伸 到 无 限 
远 . 
首先 ， 我 们 有 恒等式 
/dV 3oN > 
Fu =m(Pe + es) 6 
| OV; AVL 
+ {on (Pe 央 26x Vy. (22. 5) 


除了 固体 小 球 内 部 之 外 ， 上 式 右边 的 被 积 函 数 为 零 ; 因为 假设 悬 
浮 流体 的 浓度 很 小 ， 可 先 对 只 有 单个 小 球 的 情形 计算 这 个 积分 ， 
这 时 似乎 别 的 小 球 并 不 存在 , 然后 乘 上 基 浮 流体 的 浓度 c( 单 位 体 
积 内 小 球 的 个 数 )， 直 接 计 算 这 个 积分 需要 研究 球 中 的 内 应 力 . 但 
我 们 可 以 把 这 个 体积 分 转换 到 无 限 大 球面 上 的 面积 分 来 克服 这 个 
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困难 , 设 这 个 无 限 大 的 球面 完全 处 在 流体 中 .为 此 ， 我 们 注意 到 由 
运动 方程 9o;1/97, 二 0, 便 可 得 出 恒等式 
Oip—=O(0ir) /9x) 
因此 , 把 体积 分 转换 成 面积 分 可 写成 
AvV; ,OV 
0 = (Or a) 
a 
因为 平均 压力 必定 为 零 , 我 们 略 去 了 天 项 . 五 是 个 标量 ， 它 必须 由 
分 量 ai; 的 线性 组 合 给 出 , 而 这 个 唯一 的 标量 是 &;; 一 0. 
在 计算 半径 很 大 的 球面 上 的 积分 时 ， 速 度 表达 式 (22.3) 中 只 
须 保 留 1/7? 量 级 的 项 ， 经 过 简单 计算 , 得 出 积分 的 值 为 
cno' 20r 尼 23{15a 7 一 Qi 和 ， 


这 里 一 横 表 示 对 各 个 方向 的 单位 矢量 ?a 取 平均 ， 通 过 取 平 均值 @， 
我 们 最 后 得 





OX: gx， 3 
第 二 项 与 第 一 项 的 比值 确定 了 为 给 出 悬浮 流体 有 效 粘 性 系数 
所 要 求 的 相对 修正 量 ， 如 果 我 们 只 关心 一 级 小 量 的 修正 量 ， 可 取 
第 一 项 为 2%o&is。 于 是 我 们 得 基 浮 流体 的 有 效 粘 性 系数 为 : 


n=m(1+ 吝 $ )， (22.7) 


Fs=m (We on or) + nas .4 7Re. (22. 6) 


这 里 多 = 和 Rse 是 小 球 总 体积 与 悬浮 流体 总 体积 的 比值 ， 是 个 


中 ”所 要 求 的 单位 矢量 分 量 乘积 的 平均 值 是 对 称 张 量 ， 它 只 能 由 单位 张 量 6iz 组 
成 ， 因 而 不 难 求 得 


—— 1 
多 ;也 天 = 
NETLEN Lm = 二 (it6m-t dud nt Oindit). 
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小 量 . 


§ 23， 粘 性 流体 运动 方程 的 精确 解 
如 果 粘 性 流体 运动 方程 的 非 线 性 项 不 恒 为 零 ， 解 这 些 方程 就 
会 有 很 大 困难 , 只 有 在 很 少 几 种 情况 下 才能 求 得 精确 解 ， 而且, 至 
今 还 不 可 能 对 很 大 雷诺 数 的 极限 情况 下 ， 充 满 整 个 空间 的 粘性 沪 
体 绕 物体 的 定常 流动 实现 全 面 的 研究 ， 以 后 我 们 将 会 看 到 ， 这 样 
一 种 流动 实际 上 不 能 保持 为 定常 流 , 但 是 , 尽管 如 此 ， 求 解 这 个 问 
题 还 是 具有 方法 论 上 的 重要 意义 0. 
下 面 我 们 来 给 出 关于 粘性 流体 运动 方程 精确 解 的 几 个 例子 . 
(1) 设 有 一 个 无 限 大 的 平面 圆 盘 浸 没 在 粘性 流体 中 , 圆 盘 绕 自 
身 轴线 均匀 旋转 ， 试 确定 圆 租 运动 所 引起 的 流体 运动 ( 汉 卡 门 . 
Von Karman 1921). 
现 取 柱 坐标 系 , 以 盘面 为 z=0 的 平面 ， 设 圆 盘 以 角速度 吕 绕 
% 轴 旋 转 ， 考 虑 >0 一 侧 为 无 界 的 流体 区 域 . 边界 条 件 十 
0 (在 z 王 0 处 )， 
2 一 0，2 一 0， (在 z= 二 02 处 )， 
当 z->co 时 , 轴 向 速度 w。 不 为 零 , 而 是 趋向 于 一 个 负 常 数值 , 它 由 
运动 方程 确定 ， 这 是 因为 流体 有 离开 旋转 轴 的 径 向 运动 ， 特 别 是 
在 圆 盘 附近 ， 为 了 满足 连续 方程 ， 就 一 定 有 来 自 无 穷 远 的 等 速生 
下 流动， 我 们 寻求 运动 方程 下 列 形式 的 解 
vy=7 F(Z); 2 一 7 人 GCC) vs;=(vQ) H(z)); 
2 三 一 074P(z)， 式 中 2 三 (更 /1 5 (23.1) 
上 述 的 速度 分 布 表明 , 径 向 和 周 向 速度 与 该 点 至 旋转 轴 的 距离 7 
QD 奥 森 (Oseen) 的 “ 零 粘性 "理论 与 这 个 问题 有 关 ; 该 理论 是 不 能 令 人 满意 的 , 因 
为 它 基 寺 对 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 不 合理 的 简化 ， 而 普 朗 特 边 界 层 理论 ( 见 $ 39) 不 能 解 
决 整个 流动 空间 的 问题 ， 
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成 正比 , 而 在 每 一 个 水 平平 面 上 2; 是 常 其. 
将 上 式 代 入 纳 维 -斯 托 殉 斯 方程 和 连续 方程 , 我 们 得 出 关于 函 
数 F ,GH 和 已 的 下 列 方程 : 
FP GFFH=F'"’, 2FG+GO'H=G", 
HH’=P'+H’’, 2F+H'=0; 
其 中 上 标 扳 表 示 对 z 的 导数 ， 边 界 条 件 是 
=0，G=1,， 五 =0，( 在 z=0 处 ) 
F=0,G=0, (在 z= 二 oo 处 ) 
这 样 我 们 就 把 本 题 的 求解 化 为 一 个 自 变 量 的 常 微分 方程 组 的 积分 
问题 ; 这 个 回 题 可 用 数值 积分 求解 中 ， 图 7 表示 用 这 种 方法 求 得 
的 国 数 了, G 和 一 五 ， 当 zcoe 时 , 互 的 极限 值 是 一 0.886; 换 句 话 
说 , 无 穷 远 处 流体 速度 是 wz(co) = 一 0.886(22)L0 
作用 在 单位 面积 上 并 有 旦 垂直 于 径 向 的 摩擦 力 是 as， 


(23. 2) 





@ 对 另 一 个 类 似 的 问题 , 即 罗盘 静 止 而 无 穷 远 处 流体 均匀 旋转 的 问题 ， 已 用 数 
值 积分 求解 (U. T. Bodewadt, Zeitischrift fur angewandie Mathematik und 
Mechanik, 20, 241, 1940)。 
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二 7(9v04/9z)s-0。 忽 略 边缘 效应 ， 可 以 把 作用 在 半径 RR 很 大 但 为 
有 限 值 的 圆 盘 上 的 摩擦 力矩 写 为 


“总 
2 一 ?| 2r7y2oslr 一 ROAD5.G'(0)， (23. 3) 


积分 号 前 面 出 现 网 因子 2 是 因为 圆 盘 有 两 面 接触 流体 ， 因数 G 的 数 
值 计算 给 出 公式 
M=—1.94RipVvD’. (23. 4) 
(2) 设 有 两 个 平面 壁 , 交 成 a 角 (图 8 表示 这 两 个 平面 的 横 截 
面 ), 有 流体 从 两 个 平面 的 交 线 流出 , (或 流入 交 线 ), 试 确定 两 平 壁 
间 的 定常 流动 。( 哈 麦 尔 1916) 
现 取 贺 柱 坐 标 系 ?7，z，$， 其 
中 z 轴 沿 两 个 平面 的 交 线 (图 8 中 
的 点 0), 角 $ 的 量度 如 图 8 所 示 . 
沿 z 同 的 流动 是 均匀 的 ， 并 且 自 然 
可 以 假设 流动 完全 是 沿 径 向 的 , 即 


Vs—=Vs=0, v=—=v(7,$). 





方程 (15.16) 给 


Eee 
二 生 放 0， (23. 6) 
a -0 
由 后 面 一 个 方程 看 出 ro 仅仅 是 $ 的 函数 ， 引 进 函 数 
u($) = (23.7) 


我 们 由 (23. 6) 式 得 
1 9p_l2 du 
pe rr dg 
e 100%。 





因此 
2 127 


p 
C0 5), 得 


u($)+f(r). 





Fe 十 4u 十 6w? 一 ref (7)。 


由 上 式 看 出 ， 因 为 左边 只 依赖 于 $, 而 右边 只 依赖 于 >， 所 以 两 边 
必须 等 于 同一 常数 ， 我 们 把 这 个 常数 记 作 2C。 于 是 广 (r) = 
127 Cr ,因此 jr) = 一 622C /全 二 常数, 而 压力 为 

本 于 -(24 一 01) 十 常数 (23. 8) 
关于 ww(9), 我 们 有 方程 
t+ du 6u -20,, 
方程 两 端 乘 以 a 可 得 


2 二 2w3 一 20 ,4u—20,=0. 
uu 
因此 有 29 = + | Se 二 人 C3， (23.9) 
此 式 给 出 所 要 求 的 速度 对 5 的 依赖 关系 ; 函数 xCg) 可 用 椭圆 巩 数 
表示 ， 三 个 常数 CC .Cs 由 以 下 条 件 确 定 : 边界 条 件 
of( 主 豆 g) = (23.10) 


等 流量 条 件 ， 就 是 单位 时 间 内 通过 任 一 横 截 面 7= 二 常数 的 流体 
a 


a/2 «/2 
Q=p | vrag=6rp | wa$. (23.11) 
_a72 -Qa/2 


8 可 正 可 负 . 若 &>0, 则 二 平面 交 线 处 是 源 , 即 流体 由 角 顶 流出 ， 
这 种 情况 称 为 扩张 渠道 内 的 流动 ， 邦 8 一 0, 则 交 线 处 古 汇 ， 这 称 
° 101 * 





为 收缩 渠道 内 的 流动 ， 比 值 19| /vp 是 无 量 纲 的 , 在 所 讨论 的 问题 
中 起 雷诺 数 的 作用 . 
首先 让 我 们 讨论 收缩 流动 (8 二 0). 为 了 研究 (23.9) 一 (23.11) 
的 解 , 我 们 作 以 下 假设 : 流动 对 于 $=0 的 平面 是 对 称 的 ( 即 x() 
=w( 一 $8)); 函数 u($) 处 处 是 负 值 ( 即 各 点 的 速度 均 指 向 角 顶 ); 且 
由 $= 土 g/2 处 的 w=0 单调 递减 到 $=0 处 的 w= 一 ww 过 0， 所 以 
ww 是 ju| 的 最 大 值 ， 这 些 假设 将 在 下 面 得 到 证 明 , 于 是 当 w= 一 ww 
时 , 一定 有 du/4$ =0, 由 此 可 见 ，4 二 一 wo 是 (23.9) 被 积 函 数 中 根 
号 下 三 次 式 的 零点 ， 所 以 可 写 出 | 
—W WOmutO = uu) {— (1— uo)utq}. 
其 中 9 是 另 一 常数 ， 故 有 
2$ = | Re (23.12) 











Eo 


uo 


常数 wo。 和 4 由 下 面 两 个 条 件 确定 











村 上 0 
VEC uta 
R | a uadu 
oo a ee 人 23. 13 
6 (utdue) {—u— (1—u)u -gq) ( ) 


(R=|1@1/vp); 常数 9 必定 是 正 数 ， 否 则 这 些 积 分 就 要 成 为 复数 . 
可 以 证 明 ， 对 任意 的 和 a<z， 
上 二 式 都 有 解 we 和 9. 换 句 话 说 ， 
对 任意 张 角 4 和 任意 雷诺 数 而 
言 ，( 图 9 的) 收缩 对 称 流动 是 可 
能 的 ， 我 们 来 详细 讨论 五 很 大 情 
况 下 的 流动 ， 这 对 应 于 ww 很 大 ， z 
(对 $ 汪 0) 方 程 (23. 12) 写成 图 9 





a 
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我 们 看 出 , 如 果 2 不 接近 于 ww, 则 在 整个 积分 区 间 上 被 积 国 数 都 很 
小 、 这 表明 ， 只 有 当 乡 接近 于 /2 时 ， 也 就 是 紧 靠 壁面 附近 时 
1 与 wo 才 会 有 显著 差别 D， 换 句 话 说， 几乎 对 所 有 的 角 乡 都 有 
us 常数 = 一 xzo; 此 外 , 由 方程 (23.13), 还 有 ww 一 R/6g， 速 度 v 本 
身 是 18|/par, 得 出 了 无 粘性 的 势 流 , 其 速度 与 角度 无 关 而 与 7 成 
反比 ， 所 以 在 大 雷诺 数 下 ， 收 缩 
轨道 中 的 流动 与 阳 起 流体 的 扫 
几乎 没有 什么 区 别 ， 只 有 在 紧 贴 
紫 面 的 海 层 之 内 ， 粘 性 效应 才 显 
示 出 来 ， 那 里 速度 由 对 应 于 势 流 
的 值 迅速 降 到 零 ( 图 10). 图 10 
现在 设 8 汪 0, 从 而 出 现 扩 张 流动 ， 我 们 首先 还 是 假设 流动 对 
于 平面 $= 二 0 是 对 称 的 ， 并 且 假 设 ww($) (现在 4 二 0) 从 $= 士 杞 处 
的 零 单 调 增 加 到 $=0 处 的 ww 二 0， 代 杰 (23.13), 现在 有 
: 的 a 
ee (uo— 0) (ultu) ug’ 
uo (23. 14) 











R 上 ER 
6 (Wo— u) {2 + (1 十 29)2 十 9 
0 
若 把 w 看 作 是 已 知 的 , 则 a 随 4 的 减 小 而 单调 递增 ， 并 且 当 9=0 
时 达到 最 大 值 
区 本 本 C2 
.VC 一 0 (2 十 20 上 1)“ 
田 一 方面 ， 不 难看 出 ， 对 给 定 的 q ax 元 ww 的 单调 递 城 图 数 . 由 此 
可 见 , 奉 & 给 定 , ww 便 是 2 的 单调 递减 图 数 ， 它 的 最 大 值 对 应 于 
DD” 可 能 会 问 , 即使 如一 w, 这 个 积分 又 怎么 能 变 大 昵 ? 回答 是 ， 当 wo 很 大 时 ， 
一 志 2 一 (1 一 wo)w 十 g= 二 0 有 一 个 根 接近 一 wo, 所 以 根 式 有 两 个 几乎 重合 的 零点 ， 因 而 在 
& 一 一 Wo 时 , 整个 积分 变 得 * 几 乎 发 散 "。 
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=0, 并 由 上 面 的 方程 给 出 ， 最 大 值 及 = Raix 对 应 于 最 大 值 wo. 利 
用 代 换 
太一 20ACLE 十 220)， 


4 -一 20co5s27， 
我 们 可 以 用 参数 形式 写 出 Rn 对 a 的 依赖 关系 


12 
dx 
一 2 2N172 一 一 一 一 一 一 一 -一 
(1—2%) | J 
0 


(23. 15) 


/2 


2 i 
1—% sv 2Z dr。 


Ea 1 + 21 
对 于 给 定 的 张 角 而 言 , 只 有 当 雷 诺 数 不 超过 一 个 确定 值 时 , 才 可 能 
有 处 处 扩张 的 对 称 流动 (图 11a)， 当 a>x(k>0) 时 ，Rmax 阅 0; 当 
a->0(k->1/ 和 /2 ) 时 , Rnax 按 18.8/a 的 规律 趋 于 无 穷 大 ， 


Rnax= —60 





图 11 
如 果 BR>Rmax, 处 处 扩张 的 对 称 流 的 假设 就 不 成 立 , 因为 条 件 


(23.14) 得 不 到 满足 . 这 时 在 角度 一 与 三 4 入 了 的 范围 内 ， 函 数 


u($) 必 定 有 极 大 值 或 极 小 值 ， 对 应 于 这 些 极 值 的 u($) 值 又 必定 
是 根 号 下 多 项 式 的 零点 ， 因 此 很 清楚 , 在 所 讨论 的 范围 内 , 三 项 式 
22 十 (I 十 20)2 十 dg( 其 中 wo>0,9>0) 必 定 有 两 个 负 实 根 ， 所 以 被 开 
方 邹 数 可 写成 (4 一 4) (ww 十 No) (wu 十 0), 这 里 2 如 之 0, wo' 之 0, 2 二 >0; 
我 们 假设 wo 天 x， 显 然 ， 图 数 zx ) 可 在 Wo 疡 4 之 一 站 范围 内 变 
化 ,xz=zo 对 应 于 wu($) 的 正极 大 值 ,而 %= 一 WW 对 应 于 负极 小 值 .性 
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对 这 样 求 得 的 解 进行 详细 研究 ,我们 就 可 以 指出 ， 若 R>> Rmax 
会 出 现 这 样 一 个 解 , 其 中 速度 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 , 流动 对 
于 平面 4=0 是 不 对 称 的 (图 116)。 当 有 进一步 增 大 , 会 出 现 具有 
一 个 极 小 值 和 两 个 极 大 值 的 对 称 解 (图 11c), 如 此 等 等 ， 因 此 , 在 
这 些 解 中 , 有 向 外 和 向 内 流动 的 两 种 区 域 (当然 总 流量 8 是正 的 ). 
当 >oo 时 ， 交 替 出 现 极 小 值 和 极 大 值 的 数目 无 限 增 加 ， 所 以 没 
有 确定 的 极限 解 ， 故 可 强调 指出 , 在 扩张 流动 中 ， 当 尽 ->co 时 , 解 
并 不 趋 于 欧 拉 方 程 的 解 , 这 与 收缩 流动 是 不 同 的 ， 最 后 我 们 指出 ， 
上 述 这 种 类 型 的 定常 扩张 流动 ， 当 忌 增 大 并 超过 Rmax 之 后 ,很 快 
变 成 不 稳定 的 , 实际 上 发 生 了 非 定常 流 或 湛 流 (第 三 章 ). 

(3) 设 一 束 射 流 , 由 一 细 管 末端 射出 , 进入 充满 着 流体 的 无 限 
空间 , 试 确定 其 流动 , 一 一 漫 没 射 流 问 题 ，( 朗 道 1943). 

现 取 球 坐标 ", 9, $, 以 射流 方向 为 极 轴 , 并 以 射流 出 口 点 为 原 
点 ， 这 种 流动 对 于 极 轴 是 对 称 的 , 所 以 2 二 0, 且 v6,2; 只 是 "和 9 
的 函数 ， 通 过 包围 原点 的 任 一 封闭 曲面 (特别 是 通过 无 穷 远 处 的 
封闭 曲面 ) 的 总 动量 通 量 ( 即 “射流 动量 ”) 必 须 相 等 . 因而 速度 必定 
本 了 成 反比 ,所 以 

07 一 站 (0) /7, 2 一 了 (0) /7, (23.16) 

这 里 五 和 了 只 是 0 的 某 个 函数 .连续 方程 为 


Tacro) , 1 9 
72 97 rsin0 930 


> 党 


; 








(ovsin0) 一 0。 
于 是 我 们 得 


F(0) = —sf— fetgl. (23. 17) 


由 于 对 称 性 , 射流 中 动量 通 量 密度 张 量 的 分 量 I,,，Iw 恒 为 
零 .我 们 假设 分 量 Ise 和 Ilss 也 为 零 ; 当 我 们 求 得 满足 全 部 必要 
条 件 的 解 时， 就 证 明了 这 个 假设 是 正确 的 。 利用 张 量 分 量 oz 的 
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表达 式 (15. 17) 和 公式 (23 16), (23.17), 不 难看 出 , 射流 内 动量 


sin20HLo 一 末 Da Il,,)1]. 


由 此 可 见 To= 0， 所 以 只 有 分 量 HI,， 不 为 零 ， 并 且 它 随 误 而 变 
化 ， 容 易 看 出 , 运动 方程 3TLix/3zx= 0 自动 满足 . 
下 面 , 我 们 写 出 
(Too— TILlys) /p= (f° 2vf cte0—2»f') /7 =0, 
ad(1/f)/a0+ (1/f)ctgb +1/2»=0. 


这 个 方程 的 解 是 

f = 一 27sin0/1(4 一 cos0)， (23.18) 
于 古 由 (23.17) 我 们 有 

a 4 一 1 
P= CA 1!| (23.19) 
由 方程 
Ilo/p=9p/p +f(f+2vctg0)/7° =0, 

可 求 得 压力 分 布 为 

1] 一 4 (Acos0—1) (23. 20) 


r*(A— cos0):’ 
由 射流 的 动量 , 即 射 疲 中 的 总 动量 通 量 , 可 求 得 常数 4。 这 个 通 量 
等 于 球面 上 的 积分 


Bs 由 和 od | r211,, cosOsin O00. 
IT 的 值 由 下 式 给 出 


二 = 4 
全 (4 一 cos0)4 4 一 cos0 1 


将 它 代 入 积分 ， 计 算出 
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本 2 4 1 4 十 1 3 21 
P=16xy p4 1+ 5308 人 | 《23. 21) 


公式 (23.16) 一 (23.21) 给 出 了 这 个 问题 的 解 . 
流 线 由 方程 4r/v, 一 "74901v。 确定 , 对 此 方程 进行 积分 , 给 
rsin“0/(A 一 cos0) 王 常数 . 
12 表示 射流 中 的 流 线 ( 对 4 二 1) 


图 12 
我 们 来 考虑 两 种 极限 情形 ， 即 弱 射 流 ( 动 量 P 了 很 小 ) 和 强 射 流 
(P 很 大 ).， 当 P>0 时 ,常数 4 趋向 无 穷 大 ,因为 由 (23. 21) 我 们 有 
P=16r>” p/4. 在 这 种 情况 下 , 速度 为 
vo—=—PsinO/8xvpr, v,= Peos0/4rvpr. 
当 P->co( 强 射流 @), 4 趋向 1, 因为 (23.21) 给 出 4=1 二 /2， 这 
里 @=64rxw*p/3P, 对 于 大 角度 (0~1) 情 形 , 速度 由 下 式 给 出 ; 


=— (2v/7) ctg 6, 2 一 一 27/7， 


但 对 于 小 角度 (0~a) 情 形 , 我 们 有 


中 对 于 由 点 源 射出 的 射流 而 言 ,这 里 所 求 得 的 解 是 精确 的 ， 如 果 考 虑 到 管 日 的 
有 限 尺寸 , 则 这 个 解 就 是 按 管 口 尺 寸 与 离 管 品 中 离 + 的 比值 而 展开 的 千 级 数 的 第 一 项 . 
正 因为 如 此 , 所 以 如 果 我 们 由 以 上 的 解 ， 来 计算 通过 围绕 原点 的 封 内 曲面 的 总 质量 通 
量 时 ， 则 所 得 结果 为 零 ， 当 计 和 人 上 述 展开 式 中 更 多 的 项 数 时 ， 则 总 质量 通 量 不 为 夫 
见 IO. B.PyMoep，1lIpakxI，afajie。 YY ex 16,255, (1952)，JI.T. 洛 强 斯 基 研 究 了 角 
动量 不 为 稚 的 浸 ; 入 层 流 射流 (Jpurs. Mameam. u Her, 17, 3 1953) 

色 但 应 记 住 ,在 充分 强 的 射流 中 ,实际 上 流动 是 满 流 ($35)。 
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§ 24. 粘性 流体 中 的 振动 运动 

当 温 在 粘性 访 体 中 的 固体 振动 时 ， 由 此 引起 的 流动 有 许多 特 
征 性 质 ， 为 了 研究 这 些 性 质 ， 从 一 个 简单 而 典型 的 例子 开始 较为 
适宜 . 假 没 不 可 压缩 流体 以 一 无 限 大 的 固体 平面 作 边界 ， 这 个 辕 
体 平面 以 频率 wm 在 它 自身 的 平面 内 作 简 谐振 动 ，。 我 们 要 确定 这 样 
所 5| 起 的 流体 的 运动 ， 取 固体 平面 为 yz 平面 ,流体 区 域 为 z 之 0; 
y 轴 与 振动 方向 重合 . 振动 平面 的 速度 4% 是 时 间 的 函数 ， 具 有 
Acos (wt 十 @) 的 形式 ， 我 们 把 它 写 作 一 个 复 变 量 的 实 部 较为 方 
便 ， 即 

uU=re(uove '"!), 本 

一 般 说 来 , 这 里 常数 ww= 4e-…” 是 复数 ， 但 只 要 适当 选择 时 间 的 起 
点 , 总 能 使 它 成 为 实数 ， 

要 是 计算 只 涉及 速度 % 的 线性 运算 ， 我 们 就 可 以 省 去 实 部 符 
号 Te， 面 把 % 当 作 似乎 就 是 复数 进行 运算 ， 然后 取 其 最 后 结果 的 
实 部 ， 于 是 可 写成 

J (24, 1) 

流体 的 速度 必须 满足 z=0 处 的 边界 条 件 罗 =uw， 即 ,=v;=0， 
2 一 1， 


由 对 称 性 可 明显 看 出 , 所 有 的 量 将 只 依赖 于 坐标 > 和 时 间 t. 
因此 , 从 连续 方程 V,mp=0 我 们 有 22x = 0; 由 边界 条 件 即 得 内 = 


ox 
前 数 =0， 因为 所 有 的 量 均 与 3 和 无关， 我 们 有 (vw:V)v2= 
vp; 又 因为 we 为 零 ， 我 们 得 恒等式 (o.V)w = 0， 运动 方程 
(15.7) 变 成 


e 了 08 。 





dV ep i-y 八 v， (24. 2) 


这 是 一 个 线性 方程 ， 它 的 Zz 分 量 吓 97/97 二 0, 即 p= 第 数 . 
由 对 称 性 还 可 明显 看 出 ， 各 点 的 速度 避 都 沿 Y 方 向 ， 因 v= 
», 根据 (24. 2) 我 们 有 
92. ,3.7 (24. 3) 


这 就 是 (一 维 的) 导热 方程 ， 我 们 来 求 此 方程 关于 zZ 和 的 周期 解 ， 
其 形式 为 
Ve 

其 中 , 复 振幅 为 ,所 以 在 *+=0 处 z=w， 上 上 式 代入 (24.3) 我 们 得 
40) = pk?, | 对 | 而 

1 一 [io =+(i 1)Vo/2y, 
所 以 速度 ”为 

2) =: Uo Bt Be 下 (24. 4) 

这 里 所 取 的 使 虚 部 为 正 , 因为 否则 在 流体 里 面 速 度 将 无 限 增加 ， 
这 在 物理 上 是 不 可 能 存在 的 . 

所 得 的 解 代表 横 波 , 其 速度 9, = 二 2 垂直 于 传播 方 癌 . 这 种 波 最 
重要 的 特性 是 在 流体 内 部 迅速 衰减 ; 其 振幅 随 着 离 固体 表面 的 距 
离 z 的 增加 而 依 指数 律 减 小 9. 

于 是 粘性 流体 中 可 能 出 现 横 波 ， 但 随 着 与 产生 这 些 波 的 固体 
平面 的 距离 增 大 , 这 种 波 迅速 衰减 . 

振幅 减 小 到 原 有 的 1/e 时 ， 波 所 经 过 的 距离 6 称 为 波 的 穿 透 
深度 ， 由 (24. 4) 可 知 





Oa/ 29 1/0) ， (24.5) 
所 以 穿 透 深 度 随 着 频率 的 增 大 而 减 小 ， 但 随 着 流体 运动 粘性 系数 


QD 经 过 一 个 波长 的 距离 ,振幅 减 小 到 原 有 的 1/e*" 必 1/540， 
* 109 。 





的 增 大 而 增 大 . 

我 们 米 计 算 在 粘性 流体 中 振动 的 固体 平面 单位 面积 上 所 作用 
的 摩擦 力 ， 普 然 , 这 个 力 沿 方向， 且 等 于 应 力 张 量 的 分 量 cz 一 
79vy/97。 这 里 一 定 要 在 平面 本 喘 , 则 x=0 处 取 导 数值 , 将 (24. 44) 
代入 ,得 





on=V Tonp (1—1)u. (24. 6) 


设 2 是 实数 , 并 取 (24. 6) 的 实 部 , 有 
aa 一 一 /oz7ypaocos(ot + na/4). 

但 据 动 表面 的 速度 是 4 二 Wocos wrt， 所 以 速度 与 摩擦 力 之 间 有 一 个 
相位 差 @. 

不 难 算出 上 述 问 题 中 能 量 耗 散 的 (时 间 ) 平 均值 ， 这 可 借 引 普 
所 公式 (16. 3 进行; 但 在 这 种 特殊 情况 下 , 将 所 需 的 耗 散 看 作 摩 所 
力 租 功 米 直接 计算 比较 简单 .振动 平面 单位 面积 上 单位 时 间 内 所 
耗 散 的 能 量 等 于 力 sr 和 速度 如 =z 乘积 的 平均 值 





= = 二 00p (24.7) 


它 与 振动 频率 的 平方 根 以 及 粘性 系数 的 平方 根 成 正比 . 
一 个 固体 平面 按 任 一 规律 4 二 u(t) 在 自身 平面 内 运动 ， 因 而 


QD 对 于 半 平 面 的 振动 (振动 方向 平行 于 它 的 边缘 ), 由 于 边缘 效应 ， 还 有 一 个 附 
加 的 磨擦 力 ， 半 平面 振动 引起 粘性 流体 运动 的 问题 , 以 及 任意 角度 尖 模 振动 的 更 一 般 
性 问题 , 都 可 用 方程 

Af—-k:f=0 

的 一 类 解 来 求解 ;在 尖 横 的 衍射 理论 中 , 索 末 非 兽 用 过 这 类 解 ,如 见 M. von Laue, In- 
ierferenz und Beugung elektromagnetischer Wellen (电磁 波 的 干涉 和 衍射 )， 
Handbuch der Experimenialphysik, 18,333., Leipzig(1928). 

在 这 里 , 我 们 只 给 出 一 个 结果 供 参考 , 半 平 而 上 由 边缘 效应 而 增加 的 摩 所 力 , 可 看 
作 是 由 于 边缘 移动 一 个 距离 亏 5=- V7730 ,而 使 半 平面 面积 增 大 的 结果 ， 





es。 ITIO。 





带动 流体 运动 ， 对 这 个 问题 也 可 给 出 一 个 显 式 解 ， 我 们 不 打算 在 
这 里 给 出 相应 的 计算 , 因为 方程 (24.3) 所 要 求 的 解 , 在 形式 上 与 导 
热 理 论 中 类 似 问 题 的 解 是 相同 的 ， 而 导热 问题 将 在 $ 52 中 进行 讨 
论 (其 解 是 公式 (52.15))。 特别 是 , 作用 在 固体 平面 单位 面积 上 的 
摩擦 力 是 (参看 (52. 16)) 


1 
_ /np fadulr)_dr 
ey Ax | dt Miti—r (0456) 


现在 来 考虑 任意 形状 物体 振动 的 一 般 情况 ,在 上 述 振动 平面 
的 情况 下 ， 流 体 运动 方程 中 的 一 项 (Vy) 恒 等 于 零 。 当然 ,对 
于 任意 形状 的 曲面 ， 不 会 出 现 这 种 情况 .但 我 们 假设 这 一 项 与 其 
它 项 相 比 是 个 小 量 ， 因 此 可 以 略 去 ， 使 这 样 处 理 保 持 有 效 的 必要 
条 件 将 在 后 面 研究 . 

因此 , 像 前 面 一 样 , 我 们 将 由 线性 方程 (24.2) 出 发 ， 对 方程 两 
边 取 旋 度 ; 因 Vx(V7) 恒 等 于 霉 , 故 得 


XD) V) ,A(YVxv), (24. 9) 








即 只 x 满足 导热 方程 ， 但 前 面 已 经 看 到 满足 这 种 方程 的 量 是 
按 指数 律 减 小 的 ，、 因 此 我 们 可 以 说 , 朝 着 流体 纵深 方向 , 速度 旋 度 
是 不 断 减 小 的 ， 换 句 话 说, 由 物体 振动 所 引起 的 流体 运动 , 在 物体 
周围 某 一 层 内 是 有 旋 的 ; 而 经 过 一 个 较 大 的 距离 ， 就 迅速 变 成 势 
流 ， 有 旋 流 穿 透 深 度 的 量 级 为 6~、/p/o . 

这 里 可 能 有 两 个 重要 的 极限 情况 ， 即 量 6 与 振动 物体 的 尺度 
相 比 可 以 是 个 大 量 , 也 可 以 是 个 小 量 ， 设 物体 尺度 的 量 级 为 1. 首 
先 考虑 6 六 凡 即 Bo<> 的 情形 ， 除 了 这 个 条 件 以 外 , 我 们 也 假设 
雷诺 数 很 小 . 若 a 是 振动 的 幅度 , 则 物体 速度 的 量 级 为 ao。 因 此， 
这 种 运动 的 雷诺 数 是 oal/v， 所 以 我 们 假设 

Lop, wal/v «1. : (24. 10) 
s 1。 





这 是 低频 振动 情形 , 这 种 情况 又 意味 着 速度 随时 间 缓 慢 地 变化 , 因 
此 我 们 可 以 在 一 般 的 运动 方程 中 略 去 导数 390/3t， 另 一 方面 ， 由 
于 雷诺 数 是 个 小 量 , 项 (wyV)v 也 可 以 略 去 . 

从 运动 方程 中 去 掉 项 20/3i, 就 意味 着 流动 是 定常 的 ， 因 此 ， 
对 6 六 1 在 任何 给 定 的 时 刻 ， 流 动 可 看 作 是 定常 的 ， 这 意味 着 在 
任何 给 定 的 时 刻 ， 流 体 的 流动 就 好 像 是 物体 以 该 瞬时 的 速度 作 匀 
速 运动 所 引起 的 流动 ， 例 如 , 车 我 们 讨论 一 个 浸 在 流体 中 的 球体 ， 
它 以 某 一 频率 振动 ， 而 这 个 频率 满足 不 等 式 (24.10) (现在 1 是 球 
的 半径 ); 则 我 们 可 以 说 , 作用 在 球体 上 的 阻力 , 就 是 小 雷诺 数 下 球 
体 匀 速 运 动 的 斯 托 克 斯 公式 (20.14) 所 给 出 的 阻力 . 

现在 考虑 相反 的 情形 ， 即 1 水 6， 为 使 项 (vy) 还 能 略 去 ， 
振动 的 幅度 与 物体 的 尺度 相 比 必须 是 个 小 量 , 因而 有 \ 


1*w Sy, a<l; (24.11) 


应 注意 , 在 这 种 情况 下 , 雷诺 数 不 必 是 个 小 量 ， 估 算 一 下 (vw: V)v 
的 大 小 ， 就 得 到 了 上 述 不 笃 式 . 算 符 (2VY) 代 表 洛 速度 方向 的 徽 
分 运算 ， 但 在 物 面 附近 ， 速 度 近 乎 切线 方向 ， 在 切线 方 回 ， 只 有 
经 过 物体 尺度 量 级 的 距离 ， 速 度 才 有 明显 的 改变 ， 因 为 速度 本 身 
是 aw 的 量 级 .于 是 有 


(VT VOT/ a 


但 导数 30/3t 是 vo~aw? 量 级 ， 把 这 些 量 比较 一 下 ， 我 们 看 出 , 
若 wa< 妇 7 则 有 
CD VODSawD/131。 
因而 容易 着 出 项 390/3t 和 > 人 Am 量 级 相同 . 
现在 可 以 讨论 当 条 件 (24.11) 成 立时 , 振动 物体 周围 流动 的 性 


质 ， 在 紧 贴 物体 表面 的 注 层 内 , 流动 是 有 旋 的 ,但 在 流体 其 余部 分 
“112% 





内 是 势 流 @. 因而 除了 紧 贴 物体 的 薄 层 以 外 ， 各 处 的 流动 都 由 下 
列 方程 给 出 : 
Vx v=0, V:V=0, (24. 12) 
由 此 可 得 人 2 二 0， 而 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 束 化 为 欧 拉 方程 ， 因 此 
除 表 面 层 以 外 , 处 处 都 是 理想 流体 的 流动 ， 由 于 这 一 层 很 尊 , 为 确 
定 其 余部 分 流体 的 流动 而 解 方 程 (24.12) 时 , 我 们 本 应 把 物体 表面 
上 必须 满足 的 条 件 ， 即 流体 速度 等 于 物体 速度 取 作 边界 条 件 ， 然 
而 理想 流体 运动 方程 的 解 不 能 满足 这 些 条 件 ， 我 们 只 能 要 求 垂 直 
于 表面 的 流体 速度 分 量 的 相应 条 件 得 到 满足 . 
虽然 方程 (24. 12) 在 流体 表面 层 中 是 不 适用 的 , 但 解 这 两 个 方 
程 所 求 得 的 速度 分 布 使 法 向 速度 分 量 满足 了 必要 的 边界 条 件 ， 因 
此 退 究 表面 附近 这 一 分 量 的 实际 变化 就 没有 多 大 意义. 解 方 程 
(24.12) 得 到 的 切 癌 分 量 与 物体 速度 的 相应 分 量 值 会 有 所 不 同 . 然 
而 这 两 个 速度 分 量 应 该 是 相等 的 , 因此 在 表面 层 内 , 切 向 速度 分 量 
一 定 是 迅速 变化 的 ， 这 种 变化 的 性 质 容易 确定 ， 现 在 来 考虑 物体 
表 徊 的 任 一 部 分 , 其 尺度 与 6 相 比 是 个 大 量 , 但 与 物体 尺寸 相 比 是 
个 小 量 . 可 把 物体 的 这 一 部 分 表面 近似 当 作 平面 ,因而 可 用 上 述 对 
平面 情形 所 求 得 的 结果 . 设 z 轴 指 向 所 讨论 的 这 部 分 表面 的 法 向 ， 
y 轴 平行 于 这 部 分 表面 的 切 向 速度 分 量 .， 用 vw 表示 相对 于 物体 的 
流体 速度 切 癌 分量 ; 在 表面 上 , > 必须 为 零 。 再 者 ， 将 解 方 程 (24. 
12) 求 得 的 vy 写成 vo。'“'， 由 本 节 开 头 所 得 的 结果 ， 我 们 可 以 说 ， 
在 表面 层 中 , 量 v, 将 按照 
vy— voe i*° [1—e -Do/2,] (24.13) 
的 规律 , 随 着 越 来 越 接近 表面 而 不 断 减 小 ， 最 后 , 单位 时 间 内 耗 散 





中 在 平面 振动 的 精 况 下 , 经 过 特征 距离 6 时 , 不仅 人 Xv, 而 且 v 本 身 , 都 是 按 指 
数 律 减 小 .这 是 因为 振动 平面 不 会 排 开 流 体 ， 所 以 离 平面 较 远 的 流体 仍然 保持 静止 . 
在 其 它 形状 物体 振动 的 情况 下 , 要 排 开 流体 , 并 使 流体 产生 运动 , 这 时 只 有 当 经 过 的 距 
离 为 物体 尺度 的 量 级 时 , 速度 才 会 显著 减 小 ， 


.Ji3« 





的 总 能 量 由 下 列 积分 给 出 
B= HVPno72 gb lvol’df, (24.14) 


积分 区 域 是 振动 物体 的 全 部 表面 . 

本 天 后 面 的 《问题 > 中 ， 要 计算 在 粘性 流体 中 振动 的 各 种 物体 
所 受 的 阻力 .这 里 我 们 先 对 这 些 力 作 以 下 一 般 的 说 明 ， 把 物体 的 
速度 写成 复数 形式 : x= we'', 我们 得 阻力 了 正比 于 速度 ww，F = 
hu 也 十 复数 ， 其 中 B= 二 Bi 十 iB 是 复 常数 ，F 的 表达 式 可 写成 带 
有 实 系 数 的 两 项 之 和 : 

F=(p.TibB)u= Bu— Brilo, (24.15) 

一 项 正比 于 速度 4, 而 另 一 项 正比 于 加 速度 之 

能 量 耗 散 的 时 间 平 均值 , 由 阻力 和 速度 乘积 的 平均 值 给 出 ; 当 
然 , 这 里 首先 必须 取 上 面 给 出 的 表达 式 的 实 部 , 即 


w= (une- + ude’), 
P=5(uwpe +-utp*ei”'), 
注意 es? 的 平均 值 是 零 , 我 们 得 
Fa=T(B+pB') lu- 十 Bol: (24.16) 


由 此 看 出 , 能 量 耗 散 只 是 由 有 的 实 部 产生 的 ; 阻力 (24.15) 的 相应 
部 分 , 即 正比 于 速度 的 部 分 ， 可 称 为 耗 散 部 分 ， 阻 力 的 另 一 部 分 ， 
即 正比 于 加 速 论 并 由 B 虚 部 确定 的 部 分 ,不 涉及 能 量 耗 散 , 可 称 为 
惯性 部 分 . 

对 于 在 粘性 流体 中 作 旋 转 振 动 的 物体 ， 它 所 受 的 力 朱 也 可 用 
类 似 方法 给 出 ， 


.114. 
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问题 1， 设 两 个 平行 的 国体 平面 之 间 严 -县 粘 性 流体 ,其 中 的 一 个 平面 
在 自身 平面 内 振动 , 试 求 作 用 在 每 个 平面 上 的 摩擦 力 . 
解 : 我 们 求 方程 (24.3) 的 以 下 形式 的 解 2， 
v= (Asinkr+ Beoskr)e iol, 
而 由 x 二 0 处 ,v= 二 we io5 X= 有 处 .5=0 的 条 件 确定 4 和 BB， 这 里 及 是 
平面 的 距离 ， 结 果 是 


,sink(h— 2») 
sin kh 


作用 在 运动 平面 单位 面积 上 的 摩擦 力 是 
Pi,=7n (20/97) ,0 =— nkbuctekh, 
而 作用 在 固定 平面 单位 而 积 上 的 摩擦 力 是 
P,,=—7n (9v/97) ,= nkucsckh, 
在 这 两 个 式 子 中 , 所 有 景 痢 应 至 解 为 取 其 实 部 . 
问题 2， 设 有 一 个 振动 平面 ,上面 有 一 层 序 度 为 的 流体 , 流体 的 上 表面 
是 自由 面 , 试 求 作用 在 平面 上 的 摩擦 力 . : 
解 : 固体 平面 上 的 边界 条 件 为 : 在 z=0 处 ,> 一 必 自由 面 上 的 边界 条 件 
为 : 在 Z= 玫 处 .0 一 722727 一 0， 我 们 得 速度 


_ ,cosk(h—z) 
3 COS kh 


麻 按 力 是 
P,=n(9v/37) .0 =n kv te Eh 
问题 3， 设 有 一 直径 为 书 的 大 平面 圆 盘 , 绕 其 轴 作 小 振幅 的 旋转 振动 , 转 
动 角 是 2:=bcoso 电 其 中 0 和 1， 试 求 作用 在 圆 盘 上 的 摩擦 力矩， 
解 : 对 小 振幅 振动 , 无 论 频率 @ 如 何 ， 运 动 方程 中 的 项 (v:V)v 与 9v/3t 
相 比 总 是 小 量 , 若 R 光 6, 则 在 求 速度 分 布 时 , 可 把 盘子 看 作 是 无 限 的 . 现 取 柱 
坐标 系 , 其 z 轴 沿 旋转 轴 方 向 ; 并 求 


2 一 0 一 0， 


QD 本 节 后 面 的 各 个 问题 中 , 6 均 表 示 (24. 5) 所 给 的 量 
.6=V29/0, k= (1+i) /6, 
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204 一 1 一 Y42(2) 
形式 的 解 . 我 们 得 流体 角速度 62(z, 加 的 方程 为 
242131 一 222421222. 
边界 条 件 是 : 在 z=0 处, 2= 一 wosinw@t; 在 z=co 处 ,人 2==0, 求 得 方程 的 解 
为 
QD=— we /sin (wt — 2/0), 
作用 在 贺 盘 两 个 侧面 上 的 摩 过 力矩 为 
M=2| 72n77 (9/94). -odr 


= Pn Ricos (wt— x/4). 
问题 4， 设 两 个 平行 平面 间 的 流体 存在 压力 梯度 ， 且 庄 力 梯度 随时 间作 
简 谐 变化 , 试 确定 这 两 平面 闻 的 流动 . 
解 : 把 zz 平面 取 在 两 个 平面 的 正中 间 、z 轴 平 行 于 压力 梯度 方向 。 压 
力 梯度 写成 | 


et 22 -= Ce iot 
Pp DZ 


束 度 处 处 都 是 沿 x 方向 ,并 由 以 下 方程 确定 , 即 


要 满足 条 件 : 在 y= 二 土 5 处 ， 2 一 0 和， 方程 的 解 为 
i Ee 
: 旦 eos 5kh 
人 
人 
下 一 一 -6- a tg 2). 


0 
对 /0<<1 情形 , 此 式 变 成 
五 = Ce ioth?/!12y, 
有 5) 相符 ， 
是 有 /0 六 1 的 情形 ， 人 人 人 和风 和 
面 层 内 有 变化 ， 根 据 这 一 事实 , 我 们 有 
v= ta/ eiot 
问题 5。 设 有 一 半径 为 的 球体 , 在 流体 中 作 平 移 振动 , 试 求 作用 在 球体 
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上 上 的 阻力 . 
解 把 球体 的 速度 守成 & 一 te 的 形式 ， 像 在 $20 中 那样 , 我 们 求 

v—e ioty X (VX fuo) 
形式 的 解 , 这 里 人 仅 是 7 的 钞 数 (原点 取 在 球 心 的 瞬时 位 置 )， 把 这 种 形式 的 
解 代 入 (24.9), 并 作 类 似 于 320 中 那样 的 变换 , 我 们 得 方程 

A2f+ (iw/v)Af=0 
(代替 $20 中 的 方程 A?f 二 0)， 于 是 我 们 有 
Af 一 常数 Xe 


所 选择 的 解 随 7 增 大 而 指数 地 减 小 ， 积 分 后 可 得 

df /dr=[aeitr(r—]1/ik) bl/r?, (1) 
我 们 不 要 求 函数 了 了 本身， 因为 在 速度 中 只 出 现 导 数 矿 和 玉 。 由 7=R 处 
"一 红 的 条 件 确定 (1) 式 中 的 a 和 5, 得 


__3hE irg 
WA A 
(2) 
1p/, 3 3 
bs Rs(1 KR 二 就) 


应 指出 , 在 物体 尺寸 较 大 情况 下 (RB 祥 5)，a->0， 且 8-> 工 Rs, 这 就 是 10 问 是 


2 中 对 势 流 所 求 得 的 值 ; 这 与 $24 中 所 述 情形 是 一 致 的 . 
阻力 由 公式 (20.13) 计 算 , 式 中 积分 面积 是 取 整 个 球面 , 结果 为 


F=6xnR(1+R/6) ut3xR: Vp7o( + 条) 各 


对 w=0 情形 , 就 变 成 斯 托 克 斯 公式 , 而 对 高 频 情 形 , 我 们 有 


2 au 一 一 一 
下 一 本 TAR 十 3 及 21 pou, 


式 中 第 一 项 对 应 于 绕 球 势 流 中 的 人 惯性 力 ( 见 $11 问题 1 ), 而 第 三 项 给 出 耗 散 
力 的 极限 值 . 

问题 6， 设 有 一 按 任意 方式 运动 的 球体 , 其 速度 由 函数 w(t) 给 出 . 试 求 
作用 在 球体 上 的 阻力 . 

解 : 把 w(t) 表 成 侍 里 叶 积 分 


%(¢) =| weioido, 


(3) 
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A ; 
wo 一 UCT eordr 
27 ee — oO 


因为 方程 是 线性 的 , 所 以 总 阻力 可 写 为 对 应 于 省 速 度 项 的 阻力 的 积分 ,而 这 
些 速度 项 就 是 各 个 傅 里 叶 分 量 we ie 由 问题 5 的 式 (3) 可 得 这 些 阻力 为 


6 . 
noRu,e -od ee 一 2 十 a-DvVol 


广 意 到 (dujdt)。 二 一 icw,, 上 式 可 写成 


rpRre-iot| 癌 t 二 多 Do | 
对 整个 品 区 间 积 分 , 第 一 和 第 二 项 分 别 给 出 %(#) 和 Ct)， 为 了 积分 第 三 项 ， 
首先 应 注意 , 对 负 多 这 一 项 必须 写成 复 共 思 形 式 , (1 十 让 /VY @ 由 (1 一 裤 / 
V |o| 代替 : 这 是 因为 问题 5 的 公式 (3) 是 对 wo>0 情形 的 速度 w=we-i*! 导 
出 的 ， 而 对 速度 woete4， 我 们 求 得 的 应 是 它 的 复 共 因 ， 因 此 ， 可 取 w 从 0 到 
cc 积分 的 实 部 的 二 倍 , 以 代替 从 一 ce 到 -- ce 对 整个 wm 区 间 积 分 ， 可 写成 


2re| G++)| Eg ,Re 0. dr 














= 二 re| (+) | We | odr | 


0 


i ‘ (7T) -drt ZO (tT) 
=V2rel| i (Ee 
于 是 最 后 求 得 阻力 . 
| 1 cu ee 5 cz dr 
2pR 3 at + zf 向 在 . | (1) 
问题 7 设 有 一 球体 从 时 间 t= 二 0 开始 句 加速 运动 ,4 二 at， 试 求 作 用 在 球 
上 的 阻力 . 


解 : 在 问题 6 公式 (1) 中 令 <0 时 ,= 0 面 上 0 时 ,= ct 于 是 在 ti 
0 时 , 我 们 有 























F=2xpRa 四 二 于 宇 | 


问题 8. 与 上 题 相同 , 但 球 在 一 肛交 由 静 业 变 成 匀速 运动 . 
解 : 我 们 有 1 二 0 时 4%=0; 10 时 4 一 轨 。， 除 了 4#=0 有 时 刻 (这 时 du/adt 
志和 站 是 入“ 





为 无 限 大 ) 以 外 , 导数 du/dt =-0 但 guiat 对 时 间 积 分 是 有 限 的, 旦 等 于 wu， 
内 此 ,对 #>0 的 所 有 时 刻 , 结果 为 


这 里 6(t) 是 0 函数 ， 当 上 ->co 时 ， i \ 式 所 给 的 值 . 
二 0 条 作 用 在 球 上 的 脉冲 阻力 由 上 式 来 项 的 积分 求 得 ， 并 且 等 于 TORao， 
问题 9， 设 有 一 球体 在 粘性 流体 中 绕 一 直径 作 旋 转 振动 ， 试 求 作用 在 球 
ee 
解 : 鉴于 与 320 问题 1 中 相同 的 理由 ， 可 由 运动 方程 中 赂 去 压力 梯度 
项 , 故 有 2 二 vAv， 我 们 要 寻求 
v=VX (fe io!) 





| 2 rpRat ,6( t), 


形式 的 解 , 这 里 
Q = eiot 
是 球 的 旋转 角速度 ， 于 是 得 出 关于 了 的 方程 , 不 是 Af = 常数 , 而 是 
Ajf 十 Bf 一 常数 ， 
在 这 个 方程 的 解 中 丢掉 不 重要 的 常数 项 , 并 取 无 穷 远 处 为 零 的 解 , 即 得 


于 三 Fe ikr 


常数 4 由 球面 上 v=Q Xr 的 边界 条 件 确 定 . 结果 是 


R’ tikCr— A 
j= rhe 


31—ikr eittr-R) 
ba 


v= (OX (2 他 ) 于 nhe 
其 中 巴 是 球 的 半径 。 类 似 $20 问题 1 中 的 计算 , 可 给 出 流体 作用 在 球 上 的 力 
矩 为 


17 二 Bn Re 3—6R/6+6(BR/0)?+4+2(R/0)—2i(R/6):(1 +R/O) 


1+2R/0+2(R/6)? 
在 >0( 即 6->00), 得 及 = 一 8xn R30， 这 对 应 于 球 的 均匀 旋转 ( 见 §820 
问题 1 )。 在 ER/6 污 1 这 个 相反 的 极限 情况 下 , 得 


M4 2 Rs VIPpo(i—1)0. 





这 个 式 子 也 可 由 下 述 方法 直接 求 得 ， 在 6&R 情形 下 , 球 的 每 一 面 元 可 看 作 
是 平面 , 把 4 二 QRsin9 代入 公式 (24.6), 即 得 作用 在 面 元 上 的 摩擦 力 ， 
。 了 了 19 。 





问题 10， 设 有 一 装 满 粘性 流体 的 球 壳 , 绕 一 直径 作 旋转 振动 ， 求 作用 在 
球 壳 上 的 力矩 . 
解 ; 我 们 寻求 与 问题 9 中 形式 相同 的 速度 表达 式 ， 把 解 卫 取 为 
f= sinkr 
它 在 球 内 , 包括 球 心 , 处 处 都 是 有 限 的 ， 由 边界 条 件 定 出 a, 即 得 


i RY Ereosgkr— sinkr 
WT (二) EkRcos ER— sin kA 





经 计算 后 , 得 出 摩擦 力矩 的 表达 式 如 下 : 
8 psOkiRisinkR+ 3kReostR—3sinkB 
Y= KReos ER— sin kh 


当然 , 对 ER/5>>1, 极限 值 与 上 题 的 结果 相同 ， 若 BR/6<1, 则 有 


8 .Rw 
WM A 
ee 9(i se). 





式 中 第 一 项 对 应 于 整个 流体 作 刚 性 旋转 而 引起 的 惯性 力 ， 


$ 25。 重力 波 的 阻尼 : 


可 把 类 似 于 前 面 的 论述 推进 一 步 ， 用 来 研究 流体 自由 面 附近 
的 速度 分 布 ， 我 们 来 考虑 表面 附近 出 现 的 振动 运动 (例如 重力 
波 )， 假设 条 件 (24. 11) 仍 成 立 , 用 波长 4 代 换 线 度 1 后 , 这 些 条 件 
是， 

A0Sv， a (25. 1) 

其 中 a 是 波 的 振幅 , 而 w 是 波 的 频率 ， 这 时 可 以 断言 ,只 有 在 表面 
洲 层 内 , 流体 才 是 有 旋 的 ; 而 在 流体 的 其 余 各 处 则 为 势 流 ， 就 像 理 
想 访 体 的 运动 一 样 . z 

在 自由 面 上 , 粘性 流体 的 运动 必须 满足 边界 条 件 (15. 14); 这 
就 要 求 速度 对 空间 导数 的 某 些 组 合 应 为 零 ， 但 解 理想 流体 动力 学 
方程 组 所 得 到 的 流动 并 不 满足 这 些 条 件 ， 如 上 节 讨 论 w 那样, 我 
们 可 以 推断 出 , 在 薄 的 表面 层 内 , 相应 的 速度 导数 迅速 碱 小 ， 值 得 
注意 的 是 , 这 并 不 表明 表面 层 中 速度 梯度 很 大 , 这 与 固体 表面 附近 
e 120» 





是 不 一 样 的 . 
我 们 来 计算 重力 波 中 能 量 的 耗 散 .这 里 必须 考虑 的 ， 不 单单 
动能 的 耗 散 , 而 是 机 械 能 Bn 的 耗 散 ， 这 包括 动能 和 重力 场 中 的 
E 两 方面 。 但 是 很 清楚 , 重力 场 存 在 与 否 , 不 影 易 流体 内 摩擦 过 
程 3| 起 的 耗 散 .因此 En 由 同一 公式 (16. 3) 给 出 ， 


p 1 dV, ,dv 
Es=—— a 
机 57| Dp ) aV. 


对 重力 波 算 这 个 积分 时 , 必须 注 意 , 由 于 有 旋 流 表 面 区 域 的 体积 很 
小 , 而 这 里 速度 梯度 又 不 大 , 因而 可 不 考虑 这 个 区 域 的 存在 ， 这 与 
ls eal 换 句 话说 ， 所 取 的 积分 区 域 
全 部 渗 体 体积 ; 由 此 可 知 , 可 把 整个 流体 当 作 像 理想 流体 一 样 运 
但 理想 流体 重力 波 中 的 流动 ， 在 $12 中 已 经 给 出 .因为 是 势 











流 
QV; og _ gv 
OXp QQXroOx; gx," 
所 以 
加 = 一 21[(5- zx， ) 


$= Bocos (Kr— ot We- 
当然 ， 我 们 关心 的 不 是 能 量 耗 散 的 瞬时 值 ,， 而 是 对 时 间 的 平均 值 
4， 注 意 到 正 蒜 平方 和 余弦 平方 的 平均 值 相同 , 我 们 得 
B= |p. “(25; 2) 
利用 一 个 力学 定理 ， 即 在 任 一 作 小 振动 (也 就 是 小 振幅 的 扳 
动 ) 的 系统 中 , 平均 动能 和 势能 相等 ， 由 此 可 以 算出 重力 流 的 栅 术 


能 如 本 血 . 所 以 可 简单 地 把 Bn 写成 动能 的 两 售 ， : 
* YI21% 





Es=p zar= | p99 /97)aV, 
因而 
B=2p8| BidV. (25. 3) 
波 的 阻尼 可 方便 地 用 限 尼 系数 来 表征 , 它 定 义 为 
v= |bEn| /2En. (25. 4) 
在 时 间 过 程 中 , 波 的 能 量 是 按 Bn 二 常数 Xe-*” 的 规律 减 小 的 . 这 
是 因为 能 量 是 正比 于 振幅 的 平方 , 而 振幅 是 随时 间 按 e-” 减 小 的 . 
利用 (25. 2)、(25. 3) 可 得 


y= 2»k? 
用 (12.7) 代 入 上 式 , 即 得 重力 波 的 阻尼 系数 为 
也 一 220419? (25. 5) 
问 题 


问题 1、 设 有 长 重力 波 在 等 截面 渠道 中 传播 ， 其 频率 是 这 样 天， 以 臻 
Mv/ @ 与 当道 中 流体 深度 相 比 是 个 小 量 , 试 求 此 重力 波 的 阻尼 系数 . 

解 主要 的 能 量 耗 散 是 发 生 在 流体 的 表层 , 在 这 里 速度 由 边界 处 的 零 变 
到 波 里 面 的 值 ?=voe™i?!， 按 (24,14)， 汇 道中 单位 长 度 的 平均 能 量 耗 散 为 
!joo| :7po/8 ,这 里 1 是 渠道 截面 被 流体 所 润 湿 部 分 的 长 度 , 单位 长 的 渠道 
中 , 流体 的 平均 能 量 是 Spv* 一 Spjvol， 这 里 S 是 渠道 中 流体 的 截面 积 ， 阴 
尼 系 数 是 y= TVzyo18S:， 所 以 , 对 矩形 截面 渠道 , 有 


“Soo 


其 中 a 是 宽度 , 4b 是 流体 深度 . 

问题 ?2， 设 重力 波 在 很 粘 的 流体 上 传播 , 试 确定 其 中 的 流动 . 

解 : 上 面 对 阻 尼 系 数 的 计算 , 只 有 当 粘 性 系数 很 小 ， 以 致 作为 一 阶 近似 
可 看 作 是 理想 流体 的 运动 时 ， 才 是 正确 的 。 对 于 任意 粘性 系数 的 情形 , 便 需 
要 求解 下 列 运 动 方程 
，122。 











vs ,929 2 1 97 
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D DZ 
QP, ER) 2 马 2 人。 二 2P _ (1) 
31 - "(2 + ) p 2% A 
28, , 28, 
5 92 


方程 的 解 按 eeer 的 规律 而 依 环 于 i 和 x, 并 随 着 深入 流体 内 部 (2 二 0) 而 
不 断 变 小 ， 我 们 得 


Ve iottikr( Aerks- Be™z), 


1 一 6 ettits( iAetr— EBe":), 


PD. oe-ivitiks Aer*—gz 


pp 
其 中 m= 二 VM 好 一 (iw/y)， 流体 表 面 的 边界 条 件 是 
对 2z 王 上. CO: 一 一 ?十 2720./2z 一 0， 





ov 22, 
CO -一 9 一 一 一 一 0 


在 第 一 个 条 件 中 , 可 直接 用 > 一 0 代替 z=6. 但 对 第 一 个 条 件 , 应 先 对 所 求 微 
分 , 用 go。 代替 g25 /21， 然 后 再 令 2 一 0， 最 《得 则 关于 么 和 的 两 个 齐 次 力 
程 , 由 相 容 性 条 件 可 给 出 


(2 总) + 这 = 人 党 (2) 
个 方程 给 出 了 mw 与 波 数 玉 的 函数 关系 ， 中 9 是 复数 ， 它 的 实 部 给 出 振动 频 
二 而 它 的 虚 部 给 出 阻尼 系数 ， 方 程 (2) 有 物理 意义 的 解 是 其 虚 部 为 负数 的 
解 (这 对 应 于 波 的 阻尼 ); 方 程 (2) 只 有 两 个 根 满足 这 个 要 求 ， 车 vk?&KV gk 
(条 件 (25. 1) ), 则 阻尼 系数 较 小 , 且 方 程 (2) 近 似 地 给 出 @= 土 V gk 一 i2vk?， 
这 个 结果 是 我 们 早已 知道 的 .在 相反 的 极限 情形 下 , vk?>>V9k， 方 程 (2) 有 
两 个 纯 虚 数 根 , 对 应 于 非 周 期 性 阻尼 流动 ， 一 个 根 是 w= 二 一 ig/2vk， 而 另 一 
个 根 很 大 (vk? 量 级 ), 因为 它 所 对 应 的 运动 是 强 阻 尼 的 ， 所 以 对 它 不 感 兴 趣 . 
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第 三 音 沛 流 


8 26， 定 常 流动 的 稳定 性 

解 粘性 流体 定常 流动 方程 时 , 由 于 数学 上 的 困难 , 往往 需要 作 
某 些 近 似 ， 当 然 , 这 些 近似 解 的 适用 性 是 有 限 的 , 例如 $20 中 给 出 
的 绕 圆 球 流动 问题 的 解 , 就 只 适用 于 小 雷诺 数 的 情形 , 

但 是 在 原则 上 , 对 于 任何 给 定 了 定常 外 部 条 件 的 问题 , 流体 动 
力学 方程 组 一 定 存在 着 一 个 精确 的 稳定 解 ;在 8S17、818 和 §23 中 
已 经 研究 过 这 样 的 精确 解 ， 这 些 解 在 形式 上 对 所 有 的 雷诺 数 都 成 
立 . 

不过， 并非 运动 方程 组 的 每 一 个 解 (即使 它 是 精确 解 ) 都 能 在 
自然 界 中 真正 实现 ， 在 自然 界 中 存在 的 流动 ， 不 仅 必须 服从 流体 
动力 学 方程 组 , 还 必须 是 稳定 的 ， 要 成 为 稳定 的 流动 , 就 必须 使 一 
度 出 现 的 小 扰动 能 随 着 时 间 而 衰减 ， 反 之 ， 若 流动 中 不 可 避免 地 
要 出 现 的 小 扰动 随 着 时 间 渐 趋 增 大 ， 则 流动 是 绝对 不 稳定 的 ， 这 
种 对 无 限 小 的 扰动 都 不 稳定 的 流动 是 不 可 能 存在 的 . 

我 们 按 下 述 方法 对 给 定 流动 在 无 限 小 扰动 下 的 稳定 性 问题 进 
行 数学 研究 ， 在 所 讨论 的 定 的 常 解 上 ( 设 其 速度 分 布 为 Do(z, y, z)) 
痊 加 上 一 个 非 定常 的 小 扰动 2,(zx,y, z), ,必须 使 合 速度 = 二。 
二 ww, 满足 运动 方程 组 ， 将 速度 吕 二 wo 十 ;和 压力 了 二 po 十 Pi 代 
入 方程 组 。” | / : 


gz 一 VZ 
3 十 (wD:V)v 十 ?人 ww， 


V'w=0, 
由 此 可 得 出 关于 vw, 的 方程 其 中 已 知 函 数 we 和 2 满足 未 经 扰 


2 手 。 





动 的 方程 组 
(Vo V) Vo= — tryAvo 


V'‘VDo=0. 
略 去 2, 一 阶 以 上 的 项 , 得 出 


B+ vo V) Vt (OV) = — tA, 


(26. 1) 
“==0. 


其 边界 条 件 为 : 在 国定 的 固 壁面 上 v, 为 零 . 
因此 , 2, 满足 一 线性 微分 方程 组 ,其 中 系数 只 是 坐标 的 函数 ， 
而 与 时 间 无 关 . 这 种 方程 组 的 通 解 可 表示 成 一 些 特 解 之 和 ， 在 这 
些 特 解 中 , v2, 对 时 间 的 依赖 关系 为 e…” .扰动 的 “频率 ”o 并 不 是 
任意 的 ， 而 是 通过 在 相应 的 边界 条 件 下 求解 方程 组 (26. 1) 来 确定 
的 ， 一 般 说 来 “频率 "是 复数 .如果 的 虚 部 是 正 数 , 则 e-'' 将 随 
着 时 间 无 限 地 增 大 ， 换 句 话说 , 这 种 小 扰动 一 旦 出 现 , 就 会 不 断 地 
增强 , 即 流动 对 这 种 小 扰动 是 不 稳定 的 ， 对 于 稳定 的 流动 , 其 所 有 
可 能 频率 @ 的 虚 部 必须 都 是 负数 .于 是 出 现 的 小 扰动 将 随时 间 
但 是 ， 稳 定性 的 这 种 数学 研究 是 极其 复杂 的 . 绕 有 限 尺 度 物 
体 的 定 科 流动 的 稳定 性 理论 问题 ， 直 到 现在 还 没有 解决 ， 当 雷诺 
数 足够 小 时 , 定常 流动 肯定 是 稳定 的 .实验 资料 似乎 表明 : 当 奴 增 
加 时 , 最 终 会 达到 这 样 一 个 值 Bw( 临 界 雷 诺 数 ), 超过 它 , 流动 在 无 
限 小 的 扰动 下 都 是 不 稳定 的 .所 以 ， 在 足够 大 的 雷诺 数 (R 二 Rs) 
情形 下 , 绕 固 体 的 定常 流动 是 不 可 能 的 ， 当 然 , 临界 雷诺 数 不 是 一 
个 普 适 常数 ， 而 是 对 每 一 种 类 型 的 流动 都 有 不 同 的 值 ， 这 些 值 大 
约 为 10 到 100 的 量 级 , 例如 绕 圆 柱 的 流动 中 , 在 R=wud/v==34 时 
《其 中 台 是 圆柱 的 直径 )， 已 观测 到 不 衰减 的 非 定 党 流动 。 但 是 至 
今 还 没有 作出 Rg 的 精确 测量 , 
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§ 27， 满 流 的 发 生 

在 大 雷诺 数 的 情形 下 ， 定 常 流 动 的 绝对 不 稳定 性 会 产生 出 非 
定常 流动 ， 现 在 就 来 研究 这 种 非 定 常 流动 的 性 质 ， 我 们 从 研究 雷 
诺 数 仅仅 和 棚 大 于 Rw 的 这 种 流动 的 性 质 开始 ， 当 RE 二 Rg 时, 对 于 所 
有 可 能 的 小 的 速度 扰动 , 其 复 “ 频 率 ”w 二 @, 十 iy ;的 虚 部 都 是 负数 
(71 达 0)。， 当 R= Rg 上 时， 出 现 一 个 虚 部 为 零 的 频率 ， 当 BR Rs 时 ， 
这 个 频率 的 虚 部 是 正 数 ,但 是 当 有 请 接近 于 Rs 时 , 虚 部 > 远 比 实 部 
0: 为 小 09， 对 应 于 这 个 频率 的 了 消 数 2 的 形式 为 


v= A(t)f x, y, %), (27. 1) 
其 中 了 是 坐标 的 某 个 复 函数 , 而 复 “ 振 幅 "4(1) 为 @ 
A(t) 二 常数 Xe'''ep-ioit, (27. 2) 


不 过 只 有 在 定常 流动 破坏 后 的 一 个 短 的 时 间 间 隔 内 , 上述 4(t) 的 
表示 式 才 是 正确 的 ; 因为 式 中 因子 e”' 随 着 时 间 迅 速 增加 , 而 且 在 
$26 中 给 出 确定 v1 的 方法 一 一 由 此 导出 了 (27.1) 和 (27.2) 这 类 
表示 式 一 一 只 有 在 |v| 很 小 时 才能 应 用 ， 当 然 ， 非 定常 流动 振幅 
的 模 |4| 实 际 上 并 不 是 无 限制 地 增加 的 ， 而 是 趋向 于 一 个 有 限 的 
值 ， 当 忆 接 近 于 Rg 时 (当然 , 我 们 总 是 指 >Rs)， 这 个 有 限 值 是 
很 小 的 , 并 可 以 用 下 方法 来 确定 . 

让 我 们 先 来 求 出 振幅 平方 14|: 的 时 间 导 数 . 对 于 很 小 的 值 ， 
” 当 (27. 2) 式 仍然 成 立时 , 我 们 有 d1 41:/4t=2y1|141?， 这 个 表达 式 
实际 上 正好 是 4 和 4* 的 寡 级 数 展 开 式 中 的 第 一 项 ， 当 模 |4| 增 
加 时 (仍然 保持 为 小 量 )， 则 必需 计 及 展开 式 中 以 后 的 项 ， 第 二 项 





中 ”必需 记 住 : 对 于 一 个 给 定 类 型 的 流动 ,所 有 可 能 频率 的 集合 (或 频谱 ) 既 包含 
有 分 离 的 孤立 值 (分 离谱 ), 也 包含 各 种 不 同 频率 范围 构成 的 整体 (连续 谱 )， 然而 可 以 
看 出 : 我 们 感 兴趣 的 具有 正 虚 部 的 频率 , 一般 只 出 现在 分 离谱 中 ， 

国 照例 ,这 里 我 们 理解 为 (27. 2) 的 实 部 . 
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为 4 的 三 阶 项 .但 是 我 们 对 导数 4|41*/dt 的 精确 值 不 感 兴趣 , 而 
只 对 它 的 时 间 平 均值 有 兴趣 ， 取 平均 值 的 时 间 间 隔 远 大 于 关于 
e-i?1! 的 周期 27/w1; 我 们 知道 ,由 于 oi 六 ?1， 这 个 周期 远 小 于 振 
幅 之 局 |4| 发 生 显著 变化 所 需 的 时 间 1/w1。 但 是 三 阶 项 中 必定 包 
含 这 个 周期 因子 ， 因 此 其 平均 值 为 零 @O， 四 阶 项 包含 一 个 正比 于 
424*2 一 1 4 的 项 , 取 平 均值 时 ， 它 显然 不 为 零 . 于 是 准确 到 四 阶 
dl Al*/adt=2y1|Al*—a|41,, (27. 3) 
其 中 & 可 以 是 正 数 ,也 可 以 是 负数 . 
我 们 假定 4 是 正 数 @， 因 为 只 在 远 小 于 /7 的 时 间 间 隔 内 
取 平 均值 ， 所 以 没有 在 |4j? 和 1414 上 加 一 横 ， 根 据 同样 的 理由 ， 
在 方程 的 求解 过 程 中 ， 我 们 也 咯 去 了 导数 上 的 一 横 ， 方程 (27. 3) 
的 解 为 
1/14 有 =a/27 十 常数 Xe-2 
因此 很 清楚 , | 41 渐 近 地 赵 问 于 一 个 有 限 的 极限 : 
1 41max 王 2?711a. (27.4) 
量 ;1 是 雷诺 数 的 某 个 函数 ， 在 Rs 附近 ， 它 可 以 展开 成 尺 -- 
Rs 的 竹 级 数 .但 是 根据 临界 雷诺 数 的 定义 , 有 Yi1CRs) 二 0。 因 此 展 
开 式 中 的 零 阶 项 为 零 , 于 是 取 到 一 阶 项 , 就 有 7 1 二 常数 XxX(B8R 一 Rs). 
将 上 述 一 阶 项 代入 式 (27.4)， 则 得 振幅 之 模 |4| 正 比 于 有 一 Rw 的 
平方 根 : . 
|Almax ~ BE— Rs. (27. 5) 
现在 来 总 结 一 下 上 述 结果 : 当 BRRwg 肝 , 流动 的 绝对 不 稳定 性 
会 导致 非 定常 周期 流动 的 出 现 ， 当 五 接近 于 Rw 时 ， 以 后 的 流动 可 
@ 严格 地 说 ,在 取 平 均值 时 , 三 阶 项 给 出 的 不 是 零 , 而 是 四 阶 项 ， 我 们 假定 它 已 
包含 在 展开 式 的 四 阶 项 中 、 
@@ ”对 于 通常 和 的 绕 物体 流动 , 似乎 正 是 这 样 。 
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以 表示 成 在 原来 的 定常 流动 mo(z，Yy，2) 于 登 加 一 个 周期 流动 刀 
(x,y, 0701 的 振幅 很 小 ,然而 是 有 限 的 ， 这 个 振幅 随 着 五 的 增 
加 按 正 比 于 BR 一 Rg 的 平方 根 而 增加 ， 这 一 流动 中 的 速度 分 布 有 如 
下 形式 : 

DV,= f(z,Y, 2)e th) (27. 6) 


其 中 了 是 谷 标 的 复印 数 ，pP, 是 某 个 初 位 相 ， 对 于 很 大 的 BR 一 Rw 
速度 分 成 me 和 | 就 不 再 有 意义 了 .此 时 只 有 某 个 频率 为 ol 的 
周期 流动 .如 果 我 们 用 位 相 @ 三 wt 十 Bi 来 代 赤 人 时 间作 为 自 变 
量 , 于是, 可 以 说 函数 (72,Y, 2,91) 是 $1 的 周期 函数 ,其 周期 为 27.、 
但 是 这 个 闭 数 不 再 是 简单 的 三 角 函数 了 .函数 (x,y, z, 乡 1) 的 傅 
里 叶 级 数 展开 式 


人 = > A,(r,Yy, 2)e z (27. 7) 
也 


( 式 中 对 所 有 正 , 负 整 数 bp 求 和 ) 不 仅 包 含有 基 频 ok 的 项 ， 而 且 也 
包含 有 频率 为 oi 整数 倍 的 项 . 

还 需 提 到 这 个 非 定常 流动 的 下 述 重 要 特性 ， 方 程 (27. 3) 只 确 
定 了 时 间 因子 4(#) 的 模 ,而 不 是 它 的 位 相 ， 周 期 流动 的 位 相 乡 ,= 
of 十 B, 实质 上 仍然 是 未 确定 的 , 它 取决 于 特定 的 初始 条 件 ， 即 流 
动 开始 时 刻 偶然 出 现 的 条 件 ， 根 据 这 些 条 件 , 初 位 相 B, 可 以 取 任 
何 值 ， 因 此 ， 所 讨论 的 周期 流动 并 不 是 由 产生 此 流动 所 给 定 的 定 
常 外 部 条 件 唯 一 确定 的 、 有 一 个 量 一 一 速度 的 初 位 相 一 一 仍然 是 
任意 的 ， 可 以 说 该 流动 有 一 个 自由 度 ， 而 由 外 部 条 件 完全 确定 的 
定常 流动 就 没有 自由 度 . 

现在 来 研究 雷诺 数 进一步 增加 时 所 发 生 的 现象 ， 当 雷诺 数 不 
断 增加 时 ， 总 会 出 现 这 样 的 时 刻 , 上 述 周期 流动 又 变 得 不 稳定 了 。 
假如 要 研究 这 种 不 稳定 性 ， 可 模仿 上 述 确定 原始 定常 流动 不 稳定 
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性 的 方法 进行 DO， 现 在 , 未 扰动 流动 的 这 部 分 取 周 期 流动 mo(z, 9， 
Zz, t) (其 频率 为 @)， 以 如 = 二 wo 十 Ds 代入 运动 方程 组 , 其 中 2; 是 
一 很 小 的 修正 量 . 对 于 w。, 我 们 又 得 到 一 线性 方程 ， 但 是 现在 线 
性 方程 的 系数 不 仅 是 坐标 的 函数 , 而且 也 是 时 间 的 消 数 , 同时 是 以 
2r/o, 为 周期 的 周期 函数 ， 对 于 这 样 的 方程 , 必须 寻找 w= II(z， 
y,z, t)e '” 形式 的 解 , 其 中 【T(z,y, 2 切 是 时 间 的 周期 图 数 , 它 的 
周期 为 2r/oi， 当 频率 6 二 ws 十 iys 的 虚 部 为 正 数 时 ,不 稳定 性 再 
次 出 现 , 这 时 相应 的 实 部 os 确定 了 新 出 现 的 频率 . 

因此 , 结果 是 出 现 了 以 两 个 不 同 周期 为 特征 的 准 周 期 流动 . 正 
如 在 第 一 个 周期 流动 出 现 之 后 流动 具有 一 个 自由 度 一 样 ， 现 在 有 
两 个 任意 的 量 ( 位 相 ), 所 以 流动 具有 两 个 自由 度 . 

当 雷 诺 数 继续 增加 时 ， 越 来 越 多 的 新 周期 相继 出 现 ， 相 继 出 
现 的 两 个 新 频率 之 间 的 雷诺 数 间 隔 迅 速 减 小 ， 新 流动 自身 的 尺度 
越 来 越 小 ， 也 就 是 说 , 这 种 流动 出 现 得 愈 晚 , 则 其 速度 发 生 显著 改 
变 所 需 距 离 的 量 级 就 愈 小 @. 

因此 , 对 于 BR 二 Rs 的 情况 , 流动 很 快 地 变 得 复杂 而 且 混 乱 ， 这 
种 流动 称 为 江 流 ， 其 性 质 将 在 下 面 几 节 中 详细 地 加 以 研究 ， 与 满 
流 截 然 不 同 的 是 规则 的 流动 ， 即 流体 看 起 来 是 以 各 种 不 相同 的 速 
度 , 层 次 分 明 地 运动 , 这 种 流动 称 为 层 流 ， 


(D 但 是 ,由 于 在 数学 上 非常 困难 , 即使 对 于 特殊 的 情形 也 还 没有 研究 出 来 ， 
外 这 种 由 于 新 周期 流动 相继 出 现 而 导致 庙 流 的 思想 是 有 问题 的 。 在 本 书 出 版 
之 后 ,许多 研究 工作 表明 : 无 论 在 理论 上 还 是 在 实验 中 ， 都 发 现 满 流 过 渡 可 以 是 突然 
发 生 的 ， 同 时 , 本 节 下 面 关 于 庙 流 有 准 周期 特性 的 推测 也 是 有 问题 的 .已 发 现 超 临 界 
分 叉 解 可 以 不 是 准 周期 的 ， 但 是 本 书 中 有 关 分 叉 解 集合 的 某 些 基本 概念 , 在 分 又 理论 
的 新 达 结 果 中 可 以 找到 一 定 的 依据 ， 所 以 还 是 可 取 的 。 有 关 这 方面 的 详细 论述 , 读者 
可 查阅 : D. D. Joseph, Stability of Filuid Mechanics,Springer~-Verlag, 1976, 
Vol. 1, $8316， 一 一 中 译 者 注 ， 
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我 们 可 以 写 出 销 数 2(x,y, zz, 引 的 一 般 形式 , 它 对 时 间 的 依 束 
关系 由 某 % 个 不 同 的 频率 wj 二 1,2,…,n) 给 出 ， 现 在 不 再 征 一 
个 位 相 $9 二 wt 十 B11 了, 而 是 有 个 不 同 的 位 相 引 ;二 wjt 十 Bj. 馈 
数 多 可 以 认为 是 这 些 位 相 ( 以 及 坐标 ) 的 销 数 ， 而且 对 于 每 一 个 位 
相 来 说 都 是 以 2r 为 局 期， 这 个 的 数 台 以 写成 一 个 级 数 : 


WT, Y， z, 1) = > J 22, a (%, y, jerp - St 
j= 1 


P1, DP;, 
(27. 8) 
上 式 对 所 有 整数 1,，p,…，2, 求 和 ， 这 是 公式 (27.7) 的 推广 ， 由 
(27.8) 式 可 以 指出 : 基 频 o, …, ov 本 身 的 选取 不 是 唯一 的 ; 任何 
2 个 由 or 组 成 的 整 系数 的 线性 组 合 ， 只 要 是 独立 的 ， 都 可 以 作为 
一 组 基 频 也 。 
由 式 (27.8) 这 类 式 子 所 描写 的 流动 具有 个 自由 度 ; 它 包 含 
2& 个 任意 的 初 位 相 Dj， 当 雷诺 数 增 加 时 ， 频 率 的 个 数 和 自由 度数 
均 增 加 .在 五 趋 向 于 无 限 的 极限 渍 形 下 , 自由 度数 也 无 限 地 增加 . 
必须 记 住 , 因为 速度 是 位 相 的 周期 国 数 , 其 周期 为 2r, 所 以 位 
相 只 差 2r 整数 倍 的 两 个 状态 实际 上 并 没有 差别 ， 换 句 话 说， 可 
以 认为 各 个 位 相 所 有 本 质 上 不 同 的 值 都 在 0 三 9; 三 27 的 范围 内 . 
让 我 们 来 研究 任何 两 个 位 相 $= 二 wt 十 Bl 和 $= wt 十 BP， 设 在 
某 时 刻 8 的 值 为 a, 那 末 根据 刚才 所 说 的 理由 , 则 在 所 有 上 = (a 一 - 
p12x7)/@i 的 时 刻 , 加 的 值 都 等 于 a, 其 中 7 是 任意 整数 ， 在 这 
些 时 刻 上 ,位相 g 的 值 为 
A ) /oi+ Pit2arros/o1. 
不 同 的 频率 通常 是 不 可 通 约 的 ， 所 以 os/ol 是 一 个 无 理 数 ， 如果 


QD 这 些 线性 组 合 必 须 能 够 得 出 所 有 可 能 的 数 pj$;。、 容易 看 出 : 要 做 到 这 一 
扩 , 联系 新 、 老 频率 之 间 的 变 模 系 数 行列 式 必 定 为 一 。 
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我 们 从 各 的 各 个 值 中 减 去 适当 的 2 的 整数 倍 ， 从 而 使 它 落 入 0 
到 2z 的 范围 内 , 则 当 从 0 变 到 co 时 , 我 们 会 得 到 这 样 一 些 $, 的 
值 , 它们 可 以 任意 地 接近 0 到 2x 中 任何 给 定 的 值 ， 换 句 话说 ， 在 
足够 长 的 时 间 过 程 中 , $1 和 内 将 同时 任意 地 接近 于 任何 一 对 已 给 
的 值 ， 显然， 对 于 所 有 位 相 都 是 这 样 ， 所 以 当 流 运动 有 一 定 的 准 
周期 性 ， 即 在 足够 长 的 时 间 过 程 中 (比如 一 个 准 周期 ) 流 体 所 经 历 
的 状态 总 可 以 任意 地 接近 任 一 给 定 状 态 ， 读 状态 由 可 以 同时 选取 
的 一 组 位 相 值 %; 所 确定 @ 〇 . 

我 们 已 经 介绍 过 临界 雷诺 数 的 概念 , 在 前 面 所 说 的 意义 上 , 它 
是 定常 流动 首次 出 现 不 稳定 性 时 的 有 R 值 ， 但 是 ， 也 可 以 从 稍微 不 
同 的 观点 来 解释 临界 雷诺 数 ， 当 RR 二 Rg 时 ， 运 动 方 程 组 不 存在 不 
随时 间 衰 减 的 稳定 的 非 定常 解 ， 而 在 达到 临界 雷诺 数 以 后 ， 运 动 
方程 组 出 现 了 稳定 的 非 定常 解 ， 而 且 这 个 稳定 的 非 定常 解 将 实际 
上 出 现在 运动 流体 中 ， 

就 通常 绕 有 限 物 体 流动 的 实验 研究 而 论 , Rg 的 两 种 定义 似乎 
是 一 样 的 。 然而 在 逻辑 上 却 不 必 如 此 ， 所 以 在 原则 上 可 能 存在 着 
出 现 两 个 不 同 的 临界 值 的 情形 : 一 个 是 超过 此 临界 值 之 后 , 就 能 发 
生 不 衰减 的 非 定常 流 动 ; 另 一 个 则 是 超过 此 临界 值 之 后 , 定常 流动 
变 为 绝对 不 稳定 的 ， 显 然 第 二 个 值 必定 大 于 第 一 个 值 ， 但 是 ， 由 
于 现在 还 没有 迹象 表明 不 稳定 性 的 这 种 情形 确实 存在 ， 所 以 我 们 
就 不 再 对 它们 作 更 细致 的 研究 了 @. 


$ 28， 旋 转 圆柱 面 之 问 流 动 的 稳定 性 
在 雷诺 数 非常 大 的 极限 情形 下 ， 为 了 研究 两 个 旋转 圆柱 面 之 
@ ”为 了 便于 理解 ,中文 翻译 时 加 了 括号 中 的 文字 。 一 一 中 译 者 注 . 


心 在 这 里 我 们 设 有 涉及 (例如 ) 管 道 流动 , 管道 中 流动 稳定 性 的 形 失 有 其 独特 的 
性 质 ( 见 8$29)。 
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间 定常 流动 的 稳定 性 (§18)， 我 们 可 以 采用 一 种 类 似 于 $4 中 的 简 
单方 法 , 在 那里 , 用 它 得 出 了 重力 场 中 静止 流体 的 力学 稳定 性 条 件 
( 瑞 利 , L.Rayleigh, 1916). 这 个 方法 的 原理 是 : 研究 任 一 小 的 流体 
元 , 假定 它 偏离 了 原 有 运动 的 轨道 ， 由 于 这 一 位 移 的 结果 , 出 现 了 
作用 在 位 移 后 的 流体 元 上 的 力 ， 如 果 原 有 流动 是 稳定 的 ， 这 些 力 
必需 迫使 流体 元 回 到 它 原 有 的 轨道 上 去 . 

在 未 经 扰动 的 流动 中 , 各 流体 元 均 沿 着 以 圆柱 面 轴线 为 中 心 、 
以 >= 常 数 为 半径 的 圆周 运动 ， 设 4(7) = myrs 是 质量 为 m 的 流 
体 元 的 角 动 量 , 其 中 由 是 角速度 . 则 作用 在 该 流体 元 上 的 离心 力 为 
jj/mrs; 这 一 离心 力 与 旋转 流体 中 的 径 向 压力 梯度 相 平衡 ， 现 在 
假定 到 轴线 距离 为 r 的 流体 元 稍稍 偏离 了 它 原 有 的 轨道 ,移动 到 
了 离 轴线 距离 为 > 之 me 的 地 方 ， 流 体 元 的 角 动 量 仍旧 等 于 它 原 有 
的 值 po= &(ro)。 而 在 新 位 置 上 作用 在 流体 元 上 的 离心 力 为 局/ 
mr3， 为 了 使 流体 元 回 到 它 的 原 有 轨道 上 去 ， 这 一 离心 力 必 须 小 
于 在 距离 > 上 与 压力 梯度 相 平 衡 的 值 x*/mr*.， 因此 稳定 的 必要 
条 件 是 性 一 4 人 0， 将 4&(7) 展 成 正 差 值 > 一 m 的 震级 数 ， 于 是 本 
以 把 上 述 条 件 写 为 。” 

本 uadu/ar>0. (28. 1) 
根据 公式 (18. 3), 运动 流体 质点 的 角速度 $ 为 
我 们 计算 4 二 m7?$, 并 略 去 肯定 大 于 零 的 因子 ， 则 条 件 (28. 1) 可 
以 写成 

(QRi— 0 RI) >0. (28. 2) 

角速度 8 单调 地 从 内 圆柱 面 上 的 8, 变化 到 外 圆柱 面 上 的 
92:。 如 果 两 个 圆柱 面 的 旋转 方向 相反 ， 即 28, 和 98。 有 相反 的 符 
号 , 则 函数 5 在 两 个 圆柱 面 之 间 就 要 改变 正 负 号 ， 于 是 和 常数 
8sR3 一 8,8? 的 乘积 就 不 能 处 处 是 正 的 ， 因 此 在 这 种 情形 下 ， 式 
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(28.2) 就 不 能 在 流体 中 所 有 的 点 上 成 立 , 所 以 流动 是 不 稳定 的 ， 
现在 设 两 个 圆柱 面 是 同 向 转动 的 ; 取 这 一 转动 的 方向 为 正方 
向 , 则 有 如, 之 0, 8,>0， 于 是 $ 处 处 是 正 的 ， 为 了 满足 条 件 (28. 
2), 必须 要 
9.R:> 2.R?, (28. 3) 
如 果 只 :有 < 一品 有 , 则 访 动 是 不 稳定 的 ， 例 如 ， 如 果 外 圆柱 面 处 于 
前 止 (8;=0) 而 内 圆柱 面 旋转 上 时， 流动 就 是 不 稳定 的 。 男 一 方面 ， 
如 果 内 圆柱 面 是 静止 的 (81=0), 则 流动 是 稳定 的 . 
必须 强调 指出 : 在 以 上 的 讨论 中 , 丝毫 未 计 及 流体 元 移动 时 的 
粘性 力 影响 ， 所 以 , 这 个 方法 只 能 适用 于 小 粘性 的 情形 , 即 有 E 很 大 
的 情形 . : 

为 了 研究 为 任意 值 时 流动 的 稳定 性 ， 必 须 采 用 从 方程 组 
(26.1) 出 发 的 一 般 方法 (泰勒 , G.I.Taylor，1923)， 在 现在 的 情 
形 下 ， 未 经 扰动 的 速度 分 布 v6。 只 依赖 于 ( 柱 坐 标的 ) 径 回 谷 标 7， 
而 与 角度 $$ 和 轴 向 坐标 z 无 关 、 于 是 我 们 得 到 扰动 速度 | 的 线 
性 方程 组 , 其 系数 既 不 包含 时 间 也 不 包含 坐标 和 z。 我 们 可 以 寻 
求 此 方程 组 的 如 下 形式 的 解 

ser, | (28. 4) 

其 中 矢量 f 的 方向 是 任意 的 ; 这 个 解 通过 周期 因子 e** 而 依赖 于 
z, 同时 波 数 £ 将 确定 扰动 沿 z 方向 的 周期 性 ， 在 垂直 于 轴线 的 平 
面 上 满足 必要 的 边界 条 件 ( 在 "三 玉 和 ?7= Rs 时 , ;二 0) 下 求解 方 
程 组 ， 所 得 到 的 可 能 的 频率 将 是 以 及 为 参数 的 上 的 消 数 : wo 三 
w(K, R)， 找 出 使 函数 1 二 Im(w) 对 某 个 首先 变 为 零 的 请 值 , 就 
确定 了 不 稳定 性 开始 出 现 的 条 件 ， 当 R 二 Rw 时 ， 限 数 ?0 再 ) 总 
是 负 的 , 但 是 当 Rs 时 ， 则 在 的 某 个 范围 中 有 Y1 宝 0. 设 he 
是 当 有 = 二 Rg 有 时 使 y1 二 0 的 值 ， 在 原 有 流动 不 再 稳定 的 那 一 瞬 
间 , 相应 的 函数 (28. 4) 就 给 出 了 在 流体 中 出 现 的 (又 加 在 原 有 流动 
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上 的 ) 流动 特性 ; 这 一 流动 沿 圆 柱 面 轴 向 是 周期 性 的 , 其 波长 为 
27 /knd,. 

所 讨论 的 方程 组 不 仅 有 不 依赖 于 角度 少 的 形 如 (28. 4) 的 解 ， 
而 且 还 有 这 样 的 解 ，v) 中 包含 有 因子 e'™, 其 中 mm 是 一 整数 .但 
是 我 们 只 对 首先 出 现 不 稳定 性 的 解 感 兴趣 ， 因 此 从 未 对 m 关 0 的 
解 作 过 这 方面 的 研究 .假定 不 稳定 性 首先 出 现在 m==0 的 扰动 中 
还 是 很 自然 的 , 这 个 推测 已 完全 为 实验 结果 所 证 实 . 

同时 必需 注意 到 : 即使 给 定 了 8 值 , 式 (28.4) 形 式 的 解 也 不 是 
唯一 的 ， 一 般 说 来 , 对 应 于 一 个 给 定 的 值 ,有 许多 个 具有 不 同 @ 
的 解 ， 我 们 也 只 对 其 中 给 出 Rs 的 最 小 值 那 种 解 感 兴趣 . 

我 们 发 现 ， 纯 虚数 函数 wo(%) 对 应 于 给 出 最 小 Rs 的 解 ， 因 此 
当天 三 86 时 ,不 仅 Im(w) 为 零 , 而 且 w 本 身 也 为 零 ， 这 意味 着 旋转 
圆柱 面 之 间 定 第 流动 的 首次 不 稳定 性 将 导致 男 一 个 定常 流动 的 出 
现 . 

由 于 计算 极其 复杂 四 , 只 对 圆柱 面 之 间 间 隔 很 小 (Rs 一 RR,) 
的 情形 得 到 了 数值 结果 .图 13 表示 了 由 一 条 曲线 把 不 稳定 流动 
(阴影 部 分 ) 和 稳定 流动 区 域 分 开 的 例子 .曲线 的 右 半 支 相应 于 两 
圆柱 面 旋转 的 方向 相同 ， 它 以 直线 昌 ,R2 二 183 为 浙 近 线 ， 对 于 
给 定 类 型 的 流动 , 当 雷 诺 数 增加 时 ，81B2/v 和 旭 ;B2/v 都 按 同 一 
倍数 增加 .这 在 图 13 中 相应 于 沿 着 过 原点 且 有 给 定 斜率 的 一 条 
直线 疝 上 移动 ， 在 图 的 右 半 部 分 (8 和 8 中 :都 是 正 的 )， 凡 是 


了 由， 当 卫 稍 大 于 RR6 时 ,使 Im(o)>0 的 大 值 不 只 是 一 个 ,而 是 一 个 整个 的 范围 .但 
是 ,不 要 以 为 最 后 的 流动 是 各 种 周期 流动 的 器 加 .实际 上 对 每 一 个 五 的 值 ， 都 将 出 现 
一 个 有 确定 周期 的 流动 , 它 使 得 整个 流动 趋向 于 稳定 ， 不过， 这 个 周期 不 能 由 线性 化 
方程 组 (2 6 . 1) 来 确定 . 

四 更 为 详细 的 讨论 可 查阅 : C.C, Lin( 林 家 考 ), The Theory of Hydrodyna~- 
mic Stability, Cambridge, 1955, : 
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2.83/92 ,Bi>1 的 所 有 上 述 直 线 都 与 不 稳定 区 域 的 边界 曲线 不 相 
交 . 另 一 方面 , 几 是 .82/021R? 二 1 的 所 有 上 上述 直 线 , 当 雷 诺 数 足够 
大 时 都 要 进入 不 稳定 性 区 域 ， 这 与 条 件 (28.3) 相 一 致 、 在 图 的 左 
半 部 分 (2, 和 0Q, 反 号 ),， 任何 通过 原点 的 直线 ， 最 后 都 将 与 不 稳 
定性 区 域 的 边界 曲线 相交 , 即 对 于 任何 82 B82/ 2181 的 比值 ， 流 动 
都 会 变 成 不 稳定 的 ， 这 也 和 上 面 得 到 的 结果 相 一 致 对 于 62; 二 0 
( 当 只 有 内 圆柱 面 旋转 时 ) 的 情形 , 不 稳定 性 开始 于 
,一 41.3y /hhR,, (28. 5) 

其 中 有 =Rs 一 RR 

但 是 在 图 13 的 非 阴 影 部 分 中 , 流动 的 稳定 性 并 不 意味 着 下 面 
的 结论 成 立 , 即 无 论 R 变 得 多 大 , 流动 在 实际 上 仍然 是 定常 的 ， 实 
验 表 明 有 一 个 界限 ,超过 了 这 个 界限 , 便 可 能 出 现 稳定 的 非 定常 流 
动 ， 在 这 个 区 域 中 , 定常 流动 是 “ 亚 稳 的 ”: 即 对 于 小 的 扰动 是 稳定 
的 , 但 是 对 于 大 的 扰动 是 不 稳定 的 。 由 于 上 述 的 扰动 , 如 采 在 沿 圆 
柱 轴 的 基 个 区 域内 出 现 了 非 定常 流动 ， 它 将 接着 “排除 ”整个 区 域 
中 的 层 流 流动 ， 这 种 非 定常 流动 一 出 现 就 有 极 大 的 “自由 度 " (在 
327 中 所 说 明 的 意义 上 ), 即 它 是 充分 发 展 的 肖 流 ， 





图 13 
在 图 13 的 阴影 部 分 中 , 当 雷 诺 数 足够 大 时 ， 疲 动 也 将 变 成 滑 
流 , 但 是 关于 这 种 浪 流 出 现 的 过 程 几乎 还 没有 什么 资料 . 
两 个 旋转 圆柱 面 之 间 流 动 的 一 个 极限 情形 是 两 个 作 相 对 运动 
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的 平行 平板 之 间 的 流动 ( 见 $ 17)， 这 相当 于 两 个 旋转 圆柱 面 的 半 
径 非 常 大 而 且 间 隔 1= Rs 一 Ri 非常 小 的 情形 .对 于 任何 R=UVh/y 
的 值 (其 中 局 是 两 平板 的 相对 速度 )， 这 种 流动 对 无 限 小 的 扰动 都 
是 稳定 的 .然而 在 RR 的 值 约 大 于 1500 时 ， 稳 定 的 满 流 运动 就 可 
能 发 生 了 ， 


§ 29. 管道 中 流动 的 稳定 性 

317 所 讨论 的 管道 中 的 定常 流动 ， 它 会 以 不 寻常 的 方式 失去 
其 稳定 性 ， 由 于 流动 沿 x 方 向 ( 沿 管 向 ) 是 均匀 的 ， 所 以 未 受 扰 动 
的 速度 分 布 vo 与 x 无关， 仿照 My% 
$28 中 的 方法 , 我 们 可 以 寻求 方程 
组 (26. 1) 的 如 下 形式 的 解 : 

DVI=e!itr-o) f(y, z). (29.1) 

这 里 也 存在 一 个 至 = 有 的 值 ， 它 
使 得 ”=Im(o) 在 某 - 下 值 上 最 
先 为 零 .。 但 是 重要 的 是 ， 现 在 国 
数 o(k) 的 实 部 不 为 零 . 图 14 

当 RB 的 值 只 稍稍 大 于 Bs 时 ， 使 y,(8) 二 0 的 值 范围 很 小 
这 时 值 是 在 v1(k) 达 到 最 大 值 ( 即 4y,/a4k=0) 的 点 的 附近 ( 见 图 
14)。 设 有 微小 的 扰动 发 生 在 流动 中 的 某 个 部 分 , 它 是 由 一 系列 如 
式 (29. 1) 形 式 的 分 量 共 加 而 成 的 波 包 ， 在 时 间 过 程 中 ，y1(%) 守 0 
的 分 量 将 增强 ， 而 其 余 的 分 量 将 衰减 、 这 样 形成 的 加 强 波 包 也 同 
时 了 顺 闹 而 下 ， 基 速度 等 于 波 包 的 群 速度 do /dk; 由 于 我 们 现在 所 
研究 的 波 的 波 数 是 在 ay1/dk=0 的 点 附近 的 小 范围 内 ， 所 以 量 
do/ax 之 dw1/dk 是 实数 ,因此 它 就 是 波 包 的 实际 传播 速度 . 

扰动 向 下 游 移动 这 一 事实 是 很 重要 的 ， 它 会 使 稳定 性 的 江涛 
变 得 完全 不 同 于 $28 的 情形 ， 
。136。 
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我 们 已 经 知道 ， 旋 转 圆 柱 面 之 间 的 流动 在 >>Rg 时 (这 时 有 
Im(o) >0 的 频率 )， 原 有 的 定常 流动 已 不 再 可 能 了 ， 因 为 即使 是 
微小 的 扰动 也 将 增强 到 有 限 振幅 ， 然 而 对 于 签 道中 的 流动 ， 扰 动 
在 增强 的 同时 还 伴随 着 向 下 游 的 移动 ; 当 我 们 研究 管道 中 给 定点 
上 的 流动 时 ,发现 扰动 并 不 是 增强 而 是 衰减 的 ， 还 必须 指出 , 由 于 
实际 中 的 管道 无 论 多 长 也 总 是 有 限 的 ， 所 以 任何 扰动 在 它 破坏 层 
流 流 动 之 前 , 可 能 已 经 排出 管 外 了 ， 因 此 , 即使 R>>Rs， 管 道中 的 
定常 流动 对 于 小 扰动 也 是 相当 稳定 的 , 并 且 对 于 远 远 超过 Rs 的 五 
值 , 管道 中 的 定常 流动 在 原则 上 还 可 以 存在 . 

既然 扰动 是 随 坐 标 x (指向 下 游 ) 而 增强 ， 并 不 是 在 给 定 点 上 
随时 间 而 增强 ， 所 以 可 采用 下 述 方法 来 研究 这 类 不 稳定 性 ， 设 想 
在 给 定 的 点 上 连续 不 断 地 给 流动 以 特定 频率 ow 的 扰动 ， 同 时 研究 
扰动 顺 流 而 下 所 发 生 的 情形 ， 由 国 数 o@=o(j) 便 可 反 算 出 什么 波 
数 对 应 于 给 定 的 (实数 ) 频 率 ， 如果 Im(k) 守 0, 则 因子 e** 随 z 的 
增加 而 增加 ， 即 扰动 向 下 游 是 增强 的， 在 @o, 尺 平面 上 ， 由 方程 
ImLk(w,R)j] 二 0 给 出 的 曲线 确定 了 稳定 性 的 区 域 , 并 且 对 于 每 一 
个 请 值 ， 该 曲线 可 以 区 分 出 向 下 游 是 增强 或 是 衰减 的 扰动 频率 . 

实际 的 计算 是 极其 复杂 的 .只 对 两 平行 平板 之 间 的 流动 作出 
了 全 面 的 研究 (林家 起 ，1946)@. 不 过 有 理由 推测 圆 管 中 的 流动 
在 定性 上 也 将 有 同样 的 结果 . 

在 图 15 中 简略 地 画 出 了 关于 两 平板 之 间 流 动 的 界 腿 则 线 则 
线 内 的 阴影 部 分 是 不 稳定 的 区 域 ， 当 R 一 co 时 ， 曲 线 的 两 个 分 支 
都 逐渐 地 趋向 于 RE 轴 @， 关 于 不 衰减 扰动 能 够 存在 的 最 小 刀 值 ， 


中 详细 的 计算 见 C. C. Lin( 林 家 性 )， The Theory of Hydrodynamic Stab- 
ility,Cambridge, 1955. 
名 当 E 很 大 时 , 两 个 分 支 的 渐 近 方程 为 ok/U=5.0/R3/?1 和 wh/U=11.2/ 


Rs/2, 
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图 15 

我 们 通过 计算 , 求 得 为 Ra 一 7700, 这 里 下 定义 为 VZ/， 其 中 姑 是 
两 平板 之 间 的 距离 , U0 古 这 个 距离 上 流体 的 平均 速度 , 

因此 ,对 于 数值 在 零 和 茶 个 最 大 值 之 间 的 任何 频率 , 都 存在 一 
个 请 值 的 有 限 范围 ,在 ER 的 这 个 范围 内 ， 该 频率 的 扰动 将 是 增强 
的 .值得 注意 的 是 : 与 严格 的 理想 流体 的 情况 作 比 较 , 流体 的 小 而 
有 限 的 粘性 在 某 种 意义 上 起 到 破坏 稳定 性 的 作用 ， 因 为 当 >% 
时 , 任何 有 限 频 率 的 扰动 都 将 衰减 控 ， 但 是 当 引 进 有 限 的 粘性 时 ， 
结果 却 进入 了 不 稳定 的 区 域 ; 再 进一步 增加 粘性 时 , 最 后 又 将 走出 
不 稳定 的 区 域 . : 

然而 这 些 计 算 并 没有 回答 这 样 的 问题 : 当 刀 足够 大 时 , 对 于 无 
限 小 的 扰动 , 管道 中 的 流动 是 否 总 是 会 出 现 真 正 的 不 稳定 性 , 即 在 
给 定点 上 由 于 扰动 随时 间 的 增强 而 引起 的 不 稳定 性 .我 们 将 扼要 
地 说 明 这 种 不 稳定 性 在 数学 上 的 含义 . 现在 来 研究 某 个 小 扰动 ， 
它 在 i=0 时 出 现在 一 个 有 限 的 区 域 中 ， 将 小 扰动 对 z# 展 成 伴 里 
叶 积 分 , 可 以 写成 
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其 中 f(z) 是 描写 初始 扰动 的 函数 ， 在 时 间 过 程 中 , 扰动 的 每 一 个 
傅 里 叶 分 量 将 随 e ”而 变化 , 其 频率 为 @=o RB)， 所 以 时刻 
。138 。， 





向 整 个 扰动 由 积分 
[#00 (72 EC 


给 出 ， 因 为 除了 一 个 有 限 的 区 域 ( 初 始 扰 动 区 域 ) 之 外 ，f(z) 均 为 
到 ,所 以 z 一 有 一 个 有 限 的 取 值 范围 ， 因 此 t 很 大 时 的 积分 性 质 
主要 由 积分 
| 

来 确定 ， 如 果 这 个 积分 随时 间 的 增加 而 趋 员 无穷， 那么 流动 实际 
上 均 绝 对 不 入 定 的 . 

直到 现在 , 即使 是 对 于 特殊 的 情形 也 还 没有 作 过 这 样 的 研究 . 
租 古 根据 有 关 管 道中 流动 的 实验 结果 , 我 们 有 理由 认为 : 不 管 是 什 
么 样 的 中 值 ， 对 于 任意 的 小 扰动 都 不 存在 真实 的 不 稳定 性 ， 下面 
的 事实 说 明了 这 一 点 , 即 越 是 小 心地 如 免 管 道 入 口 处 的 扰动 , 则 能 
够 观测 到 层 流 流动 的 雷诺 数 就 越 大 %. 

但 是 实验 结果 也 表明 存在 着 另 一 个 临界 雷诺 数 〈 我 们 把 它 记 
作 Bw); 它 确定 了 这 样 的 界限 , 即 超过 这 个 界限 时 ， 稳 定 的 非 定 党 
竭 动能 够 存在 (参阅 $27 的 末尾 )， 如 果 在 管道 中 的 任何 一 段 上 出 
现 洱 流 , 则 当 < 二 Rgl 寺 , 满 流 区 域 将 移 向 下 游 ， 同 时 减 小 其 尺度 直 
宇 完 全 消失 ; 反之 , 当 RB 如 时 ， 江 流 区 域 将 在 时 间 过 程 中 扩展 到 
越 来 越 多 的 区 域 ， 如 果 对 流动 的 扰动 在 管道 入 口 处 连续 不 断 地 产 
生 , 则 当 <Bw 时 , 不管 扰 动 在 开始 时 有 多 么 强 ， 都 将 在 管道 下 游 
的 某 个 距离 上 衰减 掉 .， 反之 , 当 丸 >Rs 时 , 则 在 整个 管道 中 都 会 变 
成 灌流 ， 这 可 以 通过 扰动 来 实现 ， 而 且 ER 越 大 ，` 所 需 的 扰动 就 越 
鸭 台 ， 因 此 管道 中 当 RB Rs 时 的 层 流 流动 是 亚 稳 的 ， 即 对 于 有 限 

山 实际 上 已 经 观测 到 的 层 流 流动 的 雷诺 数 已 达到 五 三 50, 000， 其 中 R=Ud/*， 
d 是 管道 的 直径 , 避 是 横 截 面 二 的 平均 速度 . 


已 ”对 了 加 截面 的 管道 ,BR 志 在 :600 和 1700 之 间 ， 对 于 两 平行 平板 之 间 的 流动 ， 
则 从 五 =1400 开始 就 已 观测 到 灌流 ， 
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强度 的 扰动 是 不 稳定 的 ; 而 且 〖 越 大 , 所 需 扰动 的 强度 越 小 . 

如 在 828 未 尾 所 指出 的 那样 ， 亚 稳 层 流 因 被 破坏 而 引起 的 非 
定常 流动 ,已 经 是 完全 发 展 了 的 洪流 ， 在 这 个 意义 上 , 管道 中 证 遍 
的 出 现 与 纸 有 限 尺 寸 物 体 定常 流动 中 汕 流 的 出 现在 本 质 上 是 不 同 
的 ， 后 者 是 由 于 定常 流动 的 绝对 不 稳定 性 所 引起 的 ， 在 线 流 的 情 
形 中 , 当 和 雷诺 数 RE 通过 Rg 时， 非 定常 流 动 似乎 是 以 连续 的 方式 出 
现 的 , 即 逐 渐 地 增加 流动 的 自由 度数 目 (如 $26 和 §27 所 益 明 的 那 
样 )， 但 是 对 于 管道 中 流动 的 情形 ， 满 流 是 以 不 连续 的 方式 出 现 
的 . 特别 是 , 这 种 差别 引起 了 两 种 情形 中 阻力 对 雷 诸 数 的 不 同 依赖 
关系 . 例如 , 如 果 我 们 研究 任 一 物体 在 流体 中 的 运动 , 在 甩 二 Rs 处 ， 
作用 在 物体 上 的 阻力 是 连续 的 ， 而 这 时 的 定常 流动 却 是 绝对 不 稳 
定 的 .在 下 = Rs 这 一 点 上 , 对 应 于 流动 性 质 的 改变 , 曲线 =F(R) 
上 只 能 出 现 一 个 拐 折 ， 然 而 对 于 管道 中 的 流动 而 言 , 当 RRs 时 ， 
本 质 上 存在 两 种 不 同 的 阻力 定律 : 一 种 是 关于 定常 流动 的 ， 而 另 
一 种 是 关于 汕 流 的 ， 不 管 R 是 什么 值 ， 只 要 它 标 志 着 从 一 种 类 型 
的 流动 过 渡 到 另 一 种 类 型 的 流动 ， 那 么 阻力 在 这 个 点 上 就 是 不 连 
续 的 . 


$ 30， 切 向 间断 的 不 稳定 性 


设 有 两 层 不 可 压缩 流体 彼此 作 相 对 运动 ， 即 一 层 流体 在 另 一 
层 流体 上 “滑动 "。” 如果 流 体 是 理想 的 ， 则 这 种 流动 是 绝对 不 稳定 
的 ; 这 两 层 流 体 的 分 界面 必定 是 一 个 切 向 间断 面 ， 在 切 向 间断 面 
上 , 流体 的 切 向 速度 是 不 连续 的 .以 后 ($35) 将 会 看 到 这 种 不 稳定 
性 会 使 流动 具有 什么 样 的 实际 性 质 ; 这 里 我 们 先 来 证 明 上 述 论断 . 

如 果 我 们 研究 一 小 部 分 间断 面 以 及 它 附近 的 流动 ， 就 可 以 把 
这 小 部 分 间断 面 看 成 是 平面 ， 并 且 把 它 两 边 的 流体 速度 如 和 v。 
当 作 重量 .不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 其 中 一 个 速度 为 零 ; 关于 这 一 
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点 , 总 是 可 以 通过 合适 地 选取 坐标 系 来 达到 设 2 =0, 并 且 把 吧 
就 记 作 2; 我 们 以 v2 的 方 回 为 x 轴 的 方向 , z 轴 指 向 间断 面 的 法 
向 . 

设 间 断面 受到 一 微小 的 扰动 ， 其 中 所 有 的 量 一 一 间断 面 上 点 
的 坐标 、 流 体 的 压力 和 速度 一 一 都 是 与 e's“ “成 正比 的 周期 孙 
数 。 我们 来 研究 速度 为 的 这 一 侧 的 流体 ,将 扰动 所 引起 的 速度 
的 微小 改变 记 作 vi， 根据 方程 组 (26. 1)( 其 中 恒 速度 ,= 二， 以 
及 ?=0), 便 得 到 扰动 速度 2' 应 满足 的 下 列 方程 组 

V:v =0, 
有 (om = 一 2 
因为 避 沿 2z 轴 ,第 二 个 方程 可 以 改写 为 


93m ,AV Vp 
2 一 一 一 一 . 30. 1 
Di p 人 


如 有 果 对 上 式 两 边 取 散 度 , 由 于 Vw'=0, 所 以 左边 为 零 ， 因 此 yp 必 
须 满 足 拉 普 拉 斯 方程 : 





A7 一 0. (30. 2) 
设 5=L(z,， 4 是 扰动 所 引起 的 间断 面 上 点 在 向 的 位 移 ， 导 
数 96/9t 是 给 定 和 值 处 间断 面 坐 标的 变化 率 .， 因为 垂直 于 间断 
面 的 流体 速度 等 于 间断 面 本 身 的 位 移 速 率 , 作 了 必要 的 近似 之 后 ， 
得 到 
3 /9t = 区 一 03E13x (30.3) 
当然 , 这 里 必须 取 间 断面 上 的 v 的 值 . 
现在 来 求 ? 二 f(z)e'*“** ?形式 的 解 。 把 它 代 入 式 (30.2), 得 
到 f(z) 的 方程 为 
da’:f/dz*— kf =0, 


因此 f= 常数 xe***。 假 定 所 研究 的 这 一 侧 ( 侧 1) 对 应 于 > 的 正 
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值 ,于 是 我 们 必须 取 f= 管 数 Xe-.。 所 以 


二 常数 Xe'**-o0e-*. (30.4) 
将 这 一 表达 式 代入 方程 (30.1) 的 zs 分 量 方程 , 求 得 0 
v3 =Epi/i Pkv mw). (30.5) 


位 移 5 的 形式 还 可 以 求 出 , 它 正 比 于 同一 指数 因子 e'***?， 
同时 由 式 (30. 3) 得 出 
vs = iE(kv—w). 
由 此 , 式 (30. 5) 变 成 
D1=~—épi(kv— wm) /hk. (30.6) 
由 类 似 的 公式 可 以 给 出 间断 面 上 另 一 侧 流 体 的 压力 多， 此 时 公式 
中 有 2 二 0, 且 公式 要 改变 符号 (因为 在 这 个 区 域 中 z 二 0, 因此 所 有 
的 量 必 须 与 e*’ 成 正比 , 而 不 是 与 e 和 成 正比 )， 于 是 
2 一 上 DzO /k. (30.7) 
为 了 包括 分 界面 两 边 是 两 种 不 同 的 而 且 是 不 能 混合 的 流体 的 情 
形 , 我 们 已 在 公式 中 写成 不 同 的 密度 p! 和 ps. 
最 后 , 根据 间断 面 上 压力 2 和 2: 相等 的 条 件 , 得 到 
pikK2v— 0) = — p00’, 
由 此 找到 所 期 望 的 和 上 之 间 的 关系 式 
w= hl tiv (Pies). 
Pit pe 
我 们 看 到 中 是 复数 ， 并 且 总 存在 着 有 正 虚 部 的 w， 所 以 即使 
是 无 限 小 的 扰动 , 切 向 间断 面 也 是 不 稳定 的 ， 在 这 种 意义 上 ， 对 于 
粘性 很 小 即 眉 很 大 的 流体 ， 这 个 结论 也 是 正确 的 .在 这 种 情形 
下 ， 把 “携带 ”型 的 不 稳定 性 与 真正 的 绝对 不 稳定 性 区 分 开 来 是 没 
有 意义 的 .因为 当 增加 时 , @ 虚 部 的 增加 是 无 限制 的 , 所 以 在 扒 


(30. 8) 


WD 虽然 如 一 @ 的 情形 在原 则 上 是 可 能 的 ,但 是 它 在 这 里 没有 意义 ， 因 为 不 稳定 
性 只 可 能 起 因 于 复 频率 , 而 不 是 实 频率 ， 
。142， 





带 过 程 中 , 扰动 的 “增幅 系数 ?要 多 大 就 有 多 大 . 

当 我 们 考虑 到 有 限 的 粘性 时 , 切 向 间断 面 不 再 是 突变 的 了 ; 速 
度 是 经 过 一 个 有 限 厚 度 的 层 ， 从 一 个 值 变 到 另 一 个 值 ， 这 种 流动 
的 稳定 性 问题 ， 在 数学 上 完全 类 似 于 层 流 边界 层 中 速度 剖面 具有 
抛 点 的 流动 稳定 性 问题 (§41)。 实 验 结果 表明 , 不 稳定 性 很 快 就 出 
现 了 . 


§ 31， 完 全 发 展 的 满 流 

在 相当 大 的 雷诺 数 时 , 满 流 的 特征 为 : 在 每 一 点 上 速度 都 随时 
间 发 生 极 不 规则 的 变化 ， 这 种 流动 称 为 完全 发 展 的 满 流 ， 此 时 速 
度 在 某 个 平均 值 附 近 不 断 地 涨 落 ， 同 时 必须 指出 ， 速 度 变化 的 幅 
度 与 速度 本 身 的 大 小 相 比 , 一般 说 来 并 不 很 小 ， 在 同一 时 刻 , 流 场 
中 各 点 的 速度 之 间 也 存在 类 似 的 不 规则 的 变化 ， 湛 流 中 流体 质点 
的 轨迹 极其 复杂 , 由 此 导致 流体 广泛 地 混合 . 

上 市 已 经 指出 ， 汕 流 有 很 多 的 自由 度 ， 对 应 于 这 些 自由 度 的 
幼 位 相 pj; 的 值 , 由 流动 的 初始 条 件 来 确定 .但 是 有 如 此 多 的 量 需 
要 确定 , 因此 要 列 出 这 么 多 确切 的 初始 条 件 是 完全 不 现实 的 , 甚至 
用 这 种 方法 来 提出 问题 也 是 没有 实际 意义 的 . 

和 当前 情况 类 似 的 ， 如 果 我 们 企图 利用 动力 学 方程 组 来 研究 
组 成 宏观 物体 的 所 有 分 子 的 运动 ， 也 会 遇 到 需要 先 列 出 全 部 初始 
条 件 ， 以 确定 所 有 分 子 的 初 位 置 和 初速 度 ， 然 后 再 积分 运动 方程 
组 , 这 当然 是 没有 实际 意义 的 ， 这 种 比拟 还 可 以 再 扩充 一 步 . 可 以 
认为 由 各 个 分 子 组 成 的 一 个 宏观 物体 有 具有 极 多 的 自由 度 ， 要 对 物 
体 状 态 作 精 确 的 微观 描述 ， 一 定 要 确定 出 组 成 物体 的 每 一 个 粒子 
的 坐标 和 速度 这些 量 随 时 间 变 化 的 确切 状况 取决 于 它们 初始 时 
刻 的 值 ， 但 古 由 于 分 子 运动 的 极其 复杂 性 和 不 规则 性 ， 我 们 可 以 
假定 , 在 充分 长 的 时 间 间 隔 内 , 分 子 的 速度 和 坐标 取 遍 了 所 有 可 能 
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的 数组 , 所 以 能 排除 挤 以 臻 消除 掉 初 始 条件 的 影响 ， 众 所 周知 , 这 
就 使 得 对 宏观 物体 进行 统计 研究 成 为 可 能 . 

涡流 中 有 着 类 似 的 情形 ， 为 了 精确 描述 运动 流体 中 速度 分 布 
随时 间 的 变化 , 必须 给 出 所 有 初 位 相 B; 的 值 ， 然 后 可 以 知道 每 一 
时 刻 所 有 位 相 $;= wjt 十 B; 的 值 ， 我 们 已 经 知道 ， 不 管 有 什么 样 
的 初 位 相 B;, 只 要 经 过 足够 长 的 时 间 间 隔 (比如 一 个 准 周期 )， 流 
体 所 经 历 的 状态 总 可 以 任意 地 接近 任 一 给 定 状 态 ， 该 状态 由 可 以 
同时 选取 的 一 组 位 相 值 $; 所 确定 0， 所 以 由 此 得 出 如 下 的 结论 : 
在 湛 流 的 研究 中 , 经 过 充分 长 的 时 间 间隔 之 后 , 实际 的 初始 条 件 已 
没有 任何 影响 了 ， 这 表明 灌流 理论 一 定 是 统计 的 理论 ， 直 到 现在 
为 止 , 完全 定量 的 湛 流 理论 还 没有 建立 起 来 ， 不 过 ,已 经 知道 了 一 
些 很 重要 的 定性 结果 , 这 些 将 在 下 面 儿 节 中 予以 说 明 . 

现在 引入 平均 速度 的 概念 .平均 速度 是 每 个 点 的 实际 速度 在 
长 时 间 间隔 内 的 平均 值 ， 作 了 这 种 平均 之 后 ， 速 度 的 不 规则 变化 
抹 平 了 , 而 且 平 均 速度 在 流 场 中 从 一 点 到 另 一 点 的 变化 也 平滑 了 。 
以 下 我 们 用 刀 = 避 来 表示 平均 速度 ， 实 际 速度 与 平均 速度 之 差 0 
= 一 4 则 按 油 流 特有 的 方式 不 规则 地 变化 , 我 们 称 它 为 速度 的 涨 
落 部 分 . 

现在 来 更 详尽 地 研究 豆 加 在 平均 流动 上 的 这 些 不 规则 运动 的 
性 质 ， 这 种 运动 又 可 以 定性 地 当 作 是 不 同 尺 放 涡 流 涡 倒 加 的 结 
果 ; 所 谓 满 流 涡 的 尺度 , 是 指 速 度 发 生 显 著 改 变 的 距离 的 量 级 ， 当 
雷诺 数 增加 时 , 大 的 涡 首 先 出 现 , 涡 越 小 出 现 得 越 晚 ， 对 于 非常 大 
的 雷诺 数 ， 从 最 大 到 最 小 的 每 一 种 尺度 的 涡 都 会 出 现 。 最 大 的 涡 
在 任何 洪流 流动 中 都 起 着 重要 的 作用 ， 最 大 的 涡 具 有 整个 流动 区 
域 线 度 的 量 级 ; 在 下 文中 , 我 们 把 任何 给 定 满 流 流动 的 这 个 尺度 量 


(DD 为 了 便于 理解 ,翻译 时 加 了 括号 中 的 文字 。 一 一 中 译 者 注 。 
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级 记 作 上. 这些 大 涡 有 最 大 的 振 幅 ， 它 们 的 速度 与 平均 速度 在 距 
离 ! 上 的 改变 同 阶 ; 我 们 用 Aw 来 表示 平均 速度 的 这 个 改变 的 量 
级 中， 相应 于 这 些 涡 的 频率 具有 x/7 的 量 级 ， 即 平均 速度 (而 不 
征 它 的 改变 量 Az) 与 线 度 ! 之 比 ， 这 是 因为 , 由 频率 确定 的 周期 ， 

正 是 在 某 个 固定 参考 系 中 观测 到 流动 图 案 重 复 出现 的 时 间 间 隔 . 
但 整个 流动 图 案 随 流体 一 起 相对 于 这 种 参考 系 运 动 ， 其 速度 为 4% 
的 量 级 . 

用 一 方面 , 小 涡 具 有 较 高 的 频率 ， 而 有 以 更 加 小 得 多 的 振幅 出 
现在 溃 流 中 .它们 可 以 看 成 是 达 加 在 大 的 基本 满 流 涡 上 的 精细 结 
构 ， 总 动能 中 只 有 很 小 一 部 分 是 属于 小 涡 的 . 

根据 上 面 给 出 的 浪 流 流动 图 象 ,在 任何 一 个 给 定 的 肯 时 , 我 们 
可 以 得 出 一 个 关于 涨 落 速 度 在 空间 中 逐 点 变化 特性 的 结论 : 在 大 
距离 (与 1 相当 的 距离 ) 上 ， 涨 落 速 度 的 变化 可 由 大 涡 速 度 的 变化 
来 给 定 ， 因 此 它 与 Ax 同 阶 ， 在 小 距离 (与 1 相 比 ) 上 , 涨 落 速度 的 
变化 是 由 小 涡 速 度 的 变化 来 决定 , 因此 它 很 小 (与 Au 相 比 )@， 如 
人 我 们 在 任 一 给 定点 上 观测 速度 随时 间 的 变化 ， 可 以 得 到 相同 的 
图 象 ， 在 短 时 间 间 隔 内 (与 1/ux 相 比 )， 速 度 没 有 显著 的 变化 ; 
在 长 时 间 间 隔 内 , 速度 的 变化 达到 Aw 的 量 级 . 

长 度 工作 为 雷诺 数 RR 中 的 特征 长 度 出 现 ， 而 雷诺 数 决 定 着 给 
定 流动 的 性 质 ， 除 了 这 个 雷诺 数 之 外 ， 我 们 还 可 以 对 各 种 尺度 的 
湛 流 涡 引 进 雷 诺 数 的 定性 概念 ， 若 和 4 是 一 个 给 定 湛 流 涡 的 尺度 量 
级 ,并且 v, 是 其 速度 的 量 级 ， 于 是 把 已 ~ 定义 为 相应 的 雷 

DD 我 们 在 这 里 所 说 的 量 级 , 不 是 指 平均 速度 本 身 , 而 是 指 它 的 变化 (在 ! 量 级 距 
离 上 的 变化 ), 因为 正 是 这 个 改变 量 Au 表征 了 满 流 流动 的 速度 . 平均 速度 可 以 具有 全 


何 大 小 , 它 决 定 于 所 采用 的 参考 系 . 


还 可 以 指出 , 实验 结果 表明 : 最 大 涡 的 尺度 实际 上 稍 小 于 1， 并 且 它们 的 违 中 也 
稍 小 于 Ayv。 
包 但 是 在 这 些小 距离 上 , 它 比 平 均 速度 的 变化 要 大 。 
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庄 数 .因此 满 流 涡 的 尺度 越 小 , 这 一 备 话 数 纪 越 小 , 

对 于 大 雷诺 数 的 情形 , 大 涡 的 雷诺 数 8; 也 是 个 大 量 . 但 坪 大 
雷诺 数 相 当 于 小 粘性 的 情形 .因此 可 以 断言 ， 对 于 作为 任何 庙 访 
基础 的 大 涡 , 粘性 是 不 重要 的 , 可 以 当 作 是 无 粘性 的 ， 所 以 这 些 调 
的 运动 服从 欧 拉 方 程 .特别 是 由 此 得 出 , 在 大 涡 中 没有 显著 的 能 量 
耗 散 . 

只 有 对 于 雷诺 数 与 1 相当 的 最 小 的 涡 ， 流 体 的 粘性 才 是 重要 
的 。 我们 用 和 来 表示 这 些 涡 的 尺度 ， 在 下 一 节 中 将 确定 如 的 大 
小 ， 里 然 在 讨论 满 流 流动 的 -一般 图 象 中 , 这 些小 涡 是 不 重要 的 ,但 
征 , 正 是 在 这 些小 涡 中 产生 了 能 量 的 耗 散 . 

因此 我 们 得 到 洋流 能 量 耗 散 的 下 述 概 念 。 能量 由 大 涡 传递 给 
较 小 的 痪 , 而 在 这 个 传递 过 程 中 , 实际 上 并 没有 能 量 耗 散 . 我 们 可 
以 说 , 存在 着 一 个 由 大 涡 到 小 注 的 连续 能 流 , 即 从 低频 到 高 频 的 能 
流 ， 这 个 能 流 在 最 小 的 涡 中 被 耗 散 掉 , 即 由 动能 转换 成 热能 @. 

因为 流体 的 粘性 只 对 最 小 的 涡 而 言 才 是 重要 的 ， 所 以 可 以 断 
言 , 写 尺 度 4 之 和 的 镜 有 关 的 物理 量 都 和 ?> 无关 (更 确切 地 说 ， 如 
果 » 改变 而 其 它 的 运动 条 件 不 变 的 话 ， 这 些 物 理 量 是 不 会 改变 
的 )、 这 个 情况 减少 了 用 来 确定 江 流 性 质 的 物理 量 的 数目 ,因此 用 
适当 的 物理 量 的 量 岗 作 相 似 性 分 析 ， 在 淇 流 研究 中 就 显得 非常 重 
要 了 . 

现在 用 相似 性 分 析 来 确定 湛 流 流动 中 能 量 耗 散 的 量 级 . 设 e 
是 单位 质量 流体 在 单位 时 间 内 的 平均 能 量 耗 散 @. 我 们 已 经 知道 ， 
这 种 能 量 来 自 大 涡 ， 并 由 大 涡 肥 渐 地 传递 给 较 小 的 涡 ， 直 到 在 尺 
度 ~4o 的 涡 中 耗 散 掉 为 止 ， 因 此 , 虽然 耗 散 最 终 是 由 粘性 引起 的 ， 
但 是 e 的 量 级 只 能 由 描述 大 油 特 征 的 那些 量 来 确定 .那些 量 是 指 

中 ”为 了 维持 稳 恒 状态 , 当然 需要 有 外 部 的 能 源 ， 它 能 够 不 断 地 给 大 涡 提 供 能 量 . 
地 在 本 章 中 ,*e 表示 平均 能 量 耗 散 而 不 是 流体 的 内 能 , 
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流体 的 密度 、 线 度 !/ 和 速度 Axw， 根 据 这 三 个 量 ， 我 们 只 能 作出 
一 个 具有 量 纲 ( 即 尔格 / 克 . 秒 = 厘米 2/ 秒 ?) 的 量 ， 于 是 得 出 
e~ (Au)/1, (31. 1) 

由 它 来 确定 湛 流 中 能 量 耗 散 的 量 级 . 

在 某 些 方面 , 满 流 运动 的 流体 可 以 定性 地 描述 成 具有 “ 满 流 粘 
性 系数 ”ss 的 流体 ，v%* 不 同 于 真正 的 运动 粘性 系数 vy。 因为 v* 表 
征 湛 流 的 性 质 , 它 的 量 级 必须 由 p，Aw 和 来 确定 ， 由 这 些 量 只 
能 构成 一 个 量 LAw, 它 只 有 运动 粘性 系数 的 量 纲 , 所 以 


va~ LA. (31. 2) 
因 距 衫 访 粘性 系数 与 原 有 的 粘性 系数 之 比 为 
p/p~B, 


由 注 沪 粘性 系数 随 雷 诺 数 的 增加 而 增加 OD. 
根据 粘性 系数 的 通常 定义 , 能 量 耗 散 € 用 ?表示 成 
e~pya(Au/l). (31. 3) 
虽然 ? 是 用 真实 速度 的 空间 导数 来 确定 能 量 耗 散 ， 但 是 va be 
平均 速度 的 梯度 (一 Au/i) 来 确定 能 量 耗 获 . 
我 们 也 可 以 用 相似 性 分 析 来 确 湛 流 区 域 中 压力 变化 A 的 量 
级 . 由 2,! 和 Au 能 够 构成 压力 量 纲 的 量 只 有 p(Awu) . 因此 必 
须 有 z 
Ap~p(Au)’, (31. 4) 


§ 32. 局 部 满 流 
现在 来 研究 调 斥 度 为 和 的 应 流 的 性 质 ， 这 里 的 和 远 小 于 基本 


QD 但 是 在 实际 上 还 应 包含 一 个 数值 相当 大 的 系数 .因为 上 面 已 经 指出 , ! 和 Aw 
与 潜流 的 实际 尺度 和 速 府 可 以 有 很 大 的 差别 .比值 > 站 /> 可 以 更 准确 地 写成 
9 淡 /7 玉 及/ 民 临 ， 
这 个 公式 考虑 到 这 样 的 事实 ， 当 "将 和 ?在 实际 上 是 同一 量 级 时 ， 并 不 是 ~1 的 梢 
有 形 , 而 是 ER~~R 上 ww 的 情形 ， 
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涡 的 尺度 7 我 们 称 这 些 人 性 质 为 清流 的 局 部 性 质 ， 我 们 将 研究 远 
离 所 有 国 壁 的 流体 (更 确切 地 说 , 就 是 流体 离开 固 辟 的 距离 远大 于 
1). 

很 自然 地 可 以 假设 这 种 远离 固 壁 的 小 尺度 满 流 是 各 向 同性 
的 .这 就 是 说 在 线 度 远 小 于 的 区 域 上 , 满 流 的 性 质 与 方向 无 关 ， 
特别 是 它们 与 平均 速度 的 方向 无 关 ， 必 须 着 重 指出 ， 在 这 里 和 在 
本 节 的 所 有 地 方 , 当 我 们 谈 到 流体 小 区 域 中 淇 流 的 性 质 时 , 总 是 指 
该 区 域 中 各 流体 质点 的 相对 运动 ， 而 不 是 指 由 更 大 的 涡 引起 的 整 
个 区 域 的 绝对 运动 . 

我 们 发 现 , 可 以 直接 从 相似 性 分 析 中 得 到 , 有 关 澡 流 局 部 性 质 
的 若干 非常 重要 的 结论 .这些 结 果 是 由 柯 尔 莫 戈 罗 夫 (A.H. Ko- 
MoropoB) 和 奥 布 霍 夫 (A.M.O6yxoB) 在 1941 年 得 到 的 ， 为 了 求 
得 这 些 结果 , 我 们 首先 要 搞 清 楚 下 面 的 情况 , 即 在 一 个 远 小 于 1 但 
远大 于 距离 4 (加 是 流体 粘性 开始 起 重要 作用 区 域 的 线 度 ) 的 区 
域内 ， 江 流 的 运动 性 质 是 由 哪些 参数 决定 的 ， 下面 要 讨论 的 正 是 
这 种 中 间距 离 的 情况 ， 上 述 问题 中 的 这 些 参 数 是 流体 的 密度 p 和 
另 一 个 表征 任何 灌流 特征 的 量 ， 即 单位 质量 流体 在 单位 时 间 内 耗 
散 的 能 量 e。 我 们 已 经 知道 ,e 是 不 断 地 从 大 的 涡 传 递 给 较 小 的 涡 
的 “能 量 通 量 >， 因 此 ， 虽 然 能 量 耗 散 最 终 是 由 流体 的 粘性 所 引起 
的 , 并 且 发 生 在 最 小 的 涡 中 ， 但 是 量 。 却 由 较 大 涡 的 性 质 所 决定 . 
很 自然 地 可 以 假定 ，( 对 于 给 定 的 p 和) 湛 流 的 局 部 性 质 不 依赖 
于 整个 流动 的 线 度 ! 和 速度 Au， 流 体 的 运动 粘性 系数 vv 也 不 可 
能 出 现在 目前 要 研究 的 任何 一 个 量 中 (要 记 住 ， 我 们 涉及 的 距离 
4 之 40)， 

现在 来 确定 4 量 级 距离 内 应 省 速度 改变 量 v, 的 量 级 ， 它 必 
须 只 由 p ,e 来 确定 ,当然 还 有 距离 4 本 身 ， 从 这 三 个 量 出 发 ， 我 
们 只 能 组 成 -- 个 具有 速度 量 纲 的 量 , 即 (e4)”s， 于 是 可 以 断言 , 关 
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系 式 
Vi~ (eM)' (32. 1) 
必须 成 立 ， 因 此 我 们 得 到 一 个 非常 重要 的 结论 : 小 距离 上 速度 的 
变化 与 该 距离 的 立方 根 成 正比 〈 柯 尔 莫 成 罗 夫 和 奥 布 霍 夫 定 律 ). 
量 5; 也 可 以 当 作 具有 多量 级 尺度 的 滔 流 滑 的 建 度 册 . 
现在 用 稍微 不 同 的 方式 来 提出 问题 ， 即 要 确定 在 时 间 间 隔 
上 给 定点 处 速度 改变 量 v, 的 量 级 , 其 中 z 远 小 于 表征 整个 流动 的 
时 间 T~L/u， 为 此 我 们 指出 , 由 于 存在 纯粹 的 平均 流动 ， 经 过 时 
间 间 隔 r, 流体 的 任何 给 定 部 分 都 移 过 了 一 个 rw 量 级 的 距离 ， 这 
里 是 平均 速度 .因此 ，r 时间 内 在 给 定点 处 的 这 部 分 流体 离开 
其 初始 时 刻 的 位 置 已 有 一 段 距离 zu. 直接 用 rw 代替 式 (32.1) 中 
的 4, 于 是 可 以 得 到 所 求 的 2,， 
v.~ (eru)'’. (32. 2) 
因此 经 过 时 间 间 隔 r 的 速度 变化 与 这 一 时 间 间 隔 的 立方 根 成 
正比 
必须 将 量 2, 与 v 区 别 开 来 ,v, 是 流体 的 一 部 分 在 到 处 移动 中 
的 速度 变化 .这 一 变化 显然 只 能 依赖 于 确定 湛 流 局 部 性 质 的 Pp 和 
e， 当 然 也 依赖 于 zt 本身， 作出 p，e 和 7 的 唯一 具有 速度 量 纲 的 
组 合 后 , 得 


Q@ 小 距离 内 速 论 的 变化 w 基本 上 就 是 速度 涨 落 部 分 的 变化 ; 小 距离 内 平均 速 
度 的 变化 远 小 于 这 些 距 离 内 涨 落 速度 的 变化 . I 

如 果 用 尺度 为 4 的 涡 的 特征 量 来 表示 恒 常 (能量 耗 散 )e， 则 可 以 通过 另 一 条 途径 
来 得 到 关系 式 (32.1) ， 央 为 必须 正比 于 速度 v; 梯度 的 平方 并 且 正 比 于 相应 的 湾流 
粘性 系数 

内 
(参阅 式 (31, 2), 式 (31.3)), 所 以 
~p 4 /A) OA 

由 此 得 到 式 (32.1)。 
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2 ~ (cer), (32. 3) 
与 给 定点 上 的 速度 变化 不 同 , 它 与 + 的 平方 根 成 正比 , 而 不 是 与 + 
的 立方 根 成 正比 ， 容 易 看 出 , 对 于 工 远 小 十 了 的 情形 ,v, 总 是 小 于 
v, 的 全 . 
利用 关于 e 的 表达 式 (31. 1), 可 以 将 式 (32. 1) 改 写成 
vi~AulA/ DT (32. 4) 
类 似 地 可 以 将 v, 写成 
v.~Au(r/T) (32.5) 
其 中 T~U/u. 
现在 来 解决 在 什么 样 的 距离 上 流体 的 粘 性 开始 变 得 重要 了 . 
这 些 距 离 如 也 可 确定 出 满 流 中 最 小 涡 的 尺度 量 级 (与 灌流 的 “外 尺 
度 ” 对 比 ,4 称 为 渗流 的 “内 只 度 ”) .为 了 确定 入 ,我 们 定义 雷诺 数 
Ri~p,A/y; 
利用 式 (32. 4), 得 
Ri~Au. Ms /yl 
5 入 整个 流动 的 雷诺 数 BR~ LAx/ 以 后 , 可 以 将 R 改写 成 


BR~R(A/1)'. 
机 的 量 级 应 使 RR;,~1, 因此 得 出 
hj 一 /RN. (32.6) 
从 p,e 和 » 作出 唯一 具有 长 度量 纲 的 组 合 后 , 得 
4 一 ( fe)',, 


再 借助 于 式 (31. 1) 用 Az 和 1 来 表示 e， 就 可 以 得 到 同样 的 表 
达 式 . 
因此 湛 流 的 内 尺度 与 BR 成 反比， 与 它 相 应 的 速度 为 
v; ~Au/R’; (32.7) 
@ ”实际 上 , 在 得 出 式 (32.2) 的 过 程 中 ,已 经 假定 了 不 等 式 
Vr Yr, 
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当 及 增加 时 ,v4 也 是 减 小 的 最后， 对 应 于 这 种 尺度 的 涡 的 频率 
的 量 级 为 oo 一 2&/4o, 或 

Wo~uR /Ll. (32. 8) 
由 此 给 出 了 泣 流 频谱 上 和 究 的 量 级 , 其 下界 则 为 4/1 量 级 的 频率 . 所 
以 频率 范围 随 雷 诺 数 的 四 分 之 三 次 方 而 增加 , 即 正比 于 BR. 

类 似 的 讨论 能 够 使 我 们 去 确定 满 流 自由 度数 目的 量 级 .以 对 
表示 单位 体积 流体 的 自由 度数 ; 2 的 量 纲 为 1/ 厘米 ?， 这 个 自由 度 
数 只 能 决定 于 Pp,e 以 及 运动 粘性 系数 >»， 因 为 后 者 确定 满 流 涡 尺 
度 的 下 限 ， 由 这 三 个 量 只 能 构成 一 个 具有 量 纲 为 1/ 厘 米 :* 的 组 
合 , 即 (e/ 六 和 这 正好 是 1 力也 是 预料 中 的 结果 于 是 得 

?1 /人 3 ~ RY. (32. 9) 

总 的 自由 度数 X 可 出 地 乘 以 浅 流 区 域 的 体积 (数量 级 为 13) 得 
到 人 对: 

一 Re (32. 10) 

最 后 ， 让 我 们 来 研究 线 度 和 4 和 远 小 于 入 的 区 域 中 流动 的 性 质 . 
在 这 样 的 区 域 中 , 流动 是 规则 的 , 并 且 流 动 的 速度 光滑 地 变化 ， 因 
此 可 以 将 vv 展 成 4 的 窜 级 数 , 如 时 只 保留 到 一 阶 项 ， 则 得 2; 一 常 
数 x4 因为 当 4 加 时 ,必须 有 wi~v;,， 所 以 上 述 常 数 的 量 级 为 
vao/ ho。 将 式 (32.6) 和 (32.7) 代 入 , 则 得 

va~Au. RY A/L. (32. 11) 
这 个 公式 也 可 以 直接 让 能 量 耗 散 的 两 个 表达 式 相 等 来 得 到 ， 这 
两 个 e 的 表达 式 是 : 用 表征 大 涡 的 量 来 确定 e 的 表达 式 e~ (Awu)311; 


中 公式 (32.6) 一 (32. 10) 确定 了 相应 的 量 是 如 何 随 雷诺 数 变化 的 ， 但 是 必须 记 
住 ,所 有 公式 在 定量 方面 实际 上 都 可 以 有 一 个 相当 大 的 数值 因子 . 例如 ， 自 由 度数 在 
旺 一 下 站 而 不 是 在 R~1 时, 其 显 级 才 是 1， 因此 必须 用 比值 Ri Rw 来 代替 式 (32.10) 
中 的 五 , 即 

N~ (R/Rw) i, 
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式 (31. 1); 用 实际 发 生 能 量 耗 散 的 涡 的 速度 梯度 (~~v;/4) 来 确定 e 
的 表达 式 e 一 >(2x/4) 。 


问 题 
设 两 个 流体 质点 相 陪 一 个 很 小 的 距离 4: (六 4o)。 试 求 这 两 个 省 体质 点 
变 成 相距 42(4e4: 和 1 时 所 需 时 间 r 的 量 级 . 
解 : 如 果 4 文人 4u 根据 量 纲 分 析 , 我 们 有 dA/adt~(e4)'。 积 分 之 ,并 利 
用 4: 之 41 的 条 件 , 求 得 
TE 


§ 33。， 速度 关联 


公式 (32, 1) 定 性 地 确定 了 局 部 满 流 的 速度 关联 ， 即 两 个 相 邻 
访 上 速度 之 间 的 关系 .现在 引入 一 些 用 以 定量 表征 这 种 关联 的 
量 由 。 例如, 这些 量 可 以 是 张 量 
Bi = (V21—V1) (oa 一 Dr)， (33. 1) 
的 分 量 ， 其 中 vw, 各 , 是 两 个 相 令 点 上 的 流体 速度 ， 而 一 横 表 示 
对 时 间 的 平均 多 @。 从 点 1 到 点 2 的 矢 径 记 作 ”; 假定 ?的 大 小 7 
还 小 于 以 但 是 并 不 需要 远大 于 灌流 的 内 尺度 4o ). 
由 于 局 部 湛 流 是 各 向 同性 的 ， 因 此 张 量 B;; 不 可 能 依赖 于 空 
间 的 任何 方向 。 所 以 能 够 出 现在 Bi 表达 式 中 的 唯一 矢量 是 矢 径 
r, 换 句 话说 ,除了 7 的 大 小 7 之 外 , Bi 中 只 能 包含 有 单位 张 量 56;， 
和 沿 7 方 向 的 单位 矢量 年 ， 这 个 二 阶 张 量 的 最 一 般 形 式 为 
B,, = A(r)O,, + Blr)n.n. (33. 2) 


@ 本 节 给 出 的 结果 ,是 由 卡门 (T. vonKarman) 和 霍 华 斯 ( 丰 . Howarth (1938)) 
以 及 柯 尔 莫 臣 罗 夫 (A. HH. Kormoroposa, 1941) 得 出 的 ， 在 非 均匀 加 热 的 滑 流 流动 中 , 温 
度 脉 动 的 类似 关系 将 在 以 后 给 出 ( 见 $ 54 的 问题 3 和 问题 4) . 
名 ”如果 点 1 和 点 2 上 的 速度 之 间 并 不 关联 , 则 式 433. 1) 中 乘积 的 平均 值 还 原 为 
每 个 因子 平均 值 的 乘积 ,于 是 它 必 然 为 零 。 
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我 们 这 样 来 选取 坐标 轴 ， 让 其 中 的 一 个 轴 沿 着 1 的 方 同 ， 招 
这 条 轴 的 速度 分 量 记 作 ww, 而 王 直 十 7 的 速度 分 量 记 作 b,。 于 是 
分 量 B,, 是 两 相 邻 流体 质点 沿 其 连 线 方 向 相对 速度 均 方 值 ， 类 似 
地 , B,, 是 一 流体 质点 相对 于 另 一 质点 的 横向 速度 均 方 值 ， 因 为 2， 
一 1 2 一 0, 则 四 式 人 33. 2) 得 
B,,= A+B, B=A, B,,=0. (33.3) 
现在 来 导出 B,, 和 B,, 之 间 的 关系 .为 此 ,我 们 首先 要 注意 ， 
在 小 距离 上 速度 变化 主要 是 由 小 尺度 的 涡 引 起 的 ， 局 部 满 流 的 性 
质 不 依赖 于 破 加 在 它 上 面 的 大 尺度 涡 ， 因 此 为 了 计算 张 量 Bi;;, 只 
要 讨论 完全 各 问 同 性 和 均匀 满 流 的 特殊 情形 就 够 了 ， 这 时 流体 的 
平均 速度 为 零 D， 将 式 (33. 1) 中 的 括号 展开 , 得 
Bis—=VuvV et VVep— VV 一 2 2Ooi。 
因为 流动 是 完全 均匀 和 各 向 同性 的 ， 我 们 有 viivis 二 V2iv2zs 和 
viv2x 三 Vizv02;。 因 此 z 
Bis =201V0.4— 20102. (33. 4) 
将 这 个 表达 式 对 点 2 的 坐标 求 导 : 
3Bi,/3z = —20.19024/ Dror 。 
但 是 根据 连续 方程 , 有 9v2,/9x21 一 0, 所 以 9B;y/9x24 二 0。 因 为 Bi， 
只 古 天 径 > 的 分 量 zi; 二 x2; 一 Zi; 的 函数 , 于 是 对 zx 的 导数 等 同 于 
对 zx 的 导数 .将 式 (33.2) 代 入 , 经 过 简单 的 计算 之 后 ,得 
A'+B’+2B/r=0, 
其 中 “ ”表示 对 7 的 导数 .再 以 式 (33.3) 代 入 , 可 将 上 式 写 成 
B',-+2(B,,—B,,)/r=0, 
由 此 , 最 后 得 到 B,, 和 B,, 之 间 的 一 般 关 系 为 : 


中 这 样 的 流动 可 以 想象 成 流体 受到 强烈 的 扰动 , 然后 任 其 自由 运动 ， 当 然 ， 流 
动 一 定 随 着 时 间 而 衰减 .因此 严格 地 说 ， 公 式 (33, 1) 中 的 平均 并 不 是 对 时 间 的 平均 ， 
而 是 在 给 定时 刻 对 点 1 和 点 2 (它们 之 间 的 距离 给 定 为 r) 的 所 有 可 能 位 置 的 平均 . 
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27rB,, :: d(r B,,)/dr, (33.5) 

在 远大 于 4 的 距离 > 上 ,根据 式 (32.1)， 速 度 差 与 7'“ 成 正 

比 ， 所 以 对 于 这 样 的 7, 张 量 Bi 的 分 量 与 "成 正比 ,将 Bj,== 常 
数 xr“ 和 Bi 二 常数 x7 代入 式 (33.5)， 就 得 到 简单 的 关系 


B,, 一 与 Br (33. 6) 


当 距 离 * 远 小 于 4 各 时 , 速度 差 与 了 成 正比 , 因此 B,, 和 至, 与 
7 成 正比 ， 所 以 公式 (33.5) 给 出 关系 
Bis2D G87) 
在 这 些 中 离 (r7< 加 ) 上 , B,, 和 B;; 也 可 以 分 别 用 平均 能 量 耗 散 e 米 
表示 。 写 出 B,, 二 ar”, 其 中 a 是 常数 ,再 合并 式 (33.2)，(33.3) 和 
(33. 4), 得 : 





ViiVop 一 220 一 GY :6 二 二 


对 这 个 关系 式 求 导 , 得 到 
QV 1i dV2i = Vi; OV21 


二 1 i 证 
pp 


由 于 这 种 关系 式 对 任意 小 的 7? 均 成 立 ， 所 以 可 以 令 x1; 二 x2i, 因此 


2 2 
( 缮 ) = 二 0 dx, Oz, = 


但 是 根据 普遍 公式 (16. 3), 对 于 平均 能 量 耗 散 有 


1 /9 2 | /dvi\: , dv dv, 
2 (3 9r,; . 3 9r,: Or; 


下 列 关系 式 V. 


RE 


似乎 机 以 设想 ,在 原则 上 有 可 能 得 到 一 个 适用 于 任何 淇 流 的 普遍 公式 ， 在 所 
有 远 小 于 ! 的 距离 7 上 将 给 出 Brr 和 Bu. 但 是 在 事实 上 ,根据 下 面 的 讨论 就 会 知道 ， 
不 存在 这 样 的 公式 ， (Vz 一 人 0 (v24 一 V14) 的 瞬时 值 在 原则 上 可 以 表 成 同一 时 刻 能 量 
耗 散 < 的 一 个 普遍 公式 .不 过 当 我 们 对 这 些 表 夺 式 取 平均 值 时 ， 因 为 在 大 尺度 ( 尺 诬 
一 1) 涡 的 周期 量 级 的 时 间 内 , e 的 变化 规律 将 起 主要 的 作用 ， 人 这 个 
规律 是 不 同 的 . 因此 平均 的 结果 是 不 能 普遍 适用 的 . 
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2 2 ee 1 2 
号 一 je7 / 7， Br 一 车 e7 /了 (33, 8) 
我 们 还 可 以 讨论 三 重 关联 
Bi (V2 V0) (Vap— Ve) (V21 —V11). 人 


仍旧 假定 流动 是 完全 均匀 和 各 向 同性 的 ， 让 我 们 首先 来 研究 辅助 
张 量 viivisv2:。 这 张 量 对 下 标 ;和 大 是 对 称 的 ， 同 时 由 于 各 向 同 
性 , 它 和 Bi 一 样 , 也 一 定 可 以 用 和 64 来 表示 .这 种 张 量 的 最 
普遍 形式 为 
ViiVigV2 = OTR Dr) (Oi0ne tO) + Fr)ninin. 
(33.10) 
将 上 式 对 zs 求 导 , 利用 连续 方程 , 则 得 


dd OV21 
一 一 (oO 0。) 一 DiOik 0 
OX21 livik" 21 1 3z，， 


将 VTi.a021 的 表达 式 代入 , 经 过 简单 的 计算 (从 赂 ) 之 后 ， 得 到 两 个 
方程 : 





Zr (30--2D+F)]/adr=0, 
C'+2(C+D)/r=0. 
前 者 的 积分 给 出 
3C 二 2D 十 二 常数 /7 . 
当 7 王 0 时， 函数 C, D 和 五 必须 保持 有 限 值 ， 于 是 必须 令 前 数 为 
雾 . 所 以 
3C +2D--F=0. 
根据 上 面 得 到 的 两 个 方程 , 求 得 : 
= 一 (Cr P=r00. (33.11) 
现在 将 式 (33. 9) 中 的 括号 展开 .容易 看 出 , 由 于 流动 的 各 问 同性 ， 
平均 值 21.91x011 和 v2i224021 均 为 零 ， 因 为 这 些 乘 积 中 的 三 个 速度 
均 到 自 同一 点 , 所 以 可 表示 张 旦 wioa2ot 的 唯一 张 量 为 56。 但 是 由 
* 了 了 3 。 





单位 张 量 米 构造 一 个 三 阶 对 称 张 量 是 不 可 能 的 ， 为 一 方面 , 当 扩 1 
和 点 2 互 换 时 , 因为 式 (33. 10) 中 的 矢量 w 要 变 号 , 所 以 像 01;214021 
和 lvziv2xv11 这 样 的 平均 值 都 是 大 小 相等 ,符号 相反 的 ， 结 果 是 
Birit =2CV401050201t VisV2pd11t Da2i0150117。 
将 式 (33. 10) 和 (33.11) 代 入, 我 们 有 表达 式 
号; 本 一 2(7O 十 CD)(O On oni) 十 6(7C — C0)ninen,. 
(33. 12 ) 
仍然 取 一 个 坐标 轴 平 行 于 1, 我 们 得 出 张 量 Bi 的 分 量 为 : 
B,,,=—12C, B,,,=—2(C+rO0’'), B,,,=B,,,=0. 
”因此 我 们 看 到 , 在 非 零 分 量 Bi,, 和 B,y; 之 间 存 在 着 关系 式 


6B,,,=a(rB,,,) /adr. (33. 13) 

最 后 ,我 们 还 可 以 找 出 张 量 B;, 和 Biu 的 分 量 之 间 的 一 个 关 

系 . 为 此 计算 导数 9(viiv24 ) /9t, 要 记 住 , 完全 均匀 和 各 向 同性 的 流 

动 必 需 随 着 时 间 而 衰减 ， 借 助 于 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 来 表示 导数 
9v1; /9t 和 和 ov/9t, 得 出 


9 /—— 2 9 “一 -一 一 一 
Fi (V1ivV2s) se Oxi (D1011V26) — Dxy, (viiv21022) 一 


g 9 i a 
Ps 一 二 一 ( 2) 上 AGO) 入 pA, (oaioat )。 


在 利用 均匀 各 向 同性 的 性 质 时 , 必须 记 住 , 当 点 1 和 点 2 互 换 时 , 7 
的 符号 也 改变 , 于 是 (一 阶 ) 空 间 导 数 一 定 变 号 ， 因 而 前 两 项 相等 ， 
最 后 两 项 也 相等 , 中 间 的 第 三 项 和 第 四 项 为 零 . 根据 各 向 同性 , 则 
平均 值 p1v2。 必须 是 (7)n 的 形式 ， 所 以 散 度 3(piv24)/9x21 一 
P19v24/9x24 为 零 。 但 是 散 度 处 处 为 零 的 中 心 对 称 矢量 ， 只 有 常数 
乘 (1/7?)ni 这 么 一 个 .这样 的 矢量 在 7=0 时 将 趋向 无 限 , 因此 是 
不 可 能 的 .于 是 常数 必须 为 零 . 
这 样 得 
es 156° 











EAH 2 (2 022) 十 2pA vi; V2. (33. 14) 


依照 上 面 导出 的 公式 , 这 里 必须 将 
Do Dvr Bet 
Doon — Brn 7H7 Bt Ben) (Sint Bm:) 
-By — Brr) nnen. (33. 15) 
代入 式 (33. 14). 利用 流动 的 完全 均匀 性 和 各 向 同性 , 在 式 (33. 15) 
的 第 一 个 表达 式 中 可 用 二 到 5 来 代替 区 5 


一 一 一 一 1 
Dv = 0 Oi 一 记忆 (33. 16 ) 


单位 质量 动能 亏 严 的 时 间 导 数 正 好 与 能 量 耗 散 只 差 一 个 负 号 ， 


所 以 3( 计 7)/31 = 一 她 e。 经 过 简单 的 (然而 是 宛 长 的 ) 计 算 之 后 





_2, 13B， 1 3(riB,,) » 3 (22) 
3 2 ot 6r4 gr 7 dr dr 
(33. 17) 
因为 假定 7 很 小 , 因此 在 上 式 左边 令 7 二 0 可 以 有 足够 的 精度 ， 即 
与 相 比 可 略 去 3B,,/3t+。 最 后 的 方 种 乘 上 4, 再 对 7 积分, 并 利 
用 7=0 时 关联 函数 为 零 的 条 件 , 我 们 得 到 下 列 B,, 和 Bis; 之 间 的 
关系 : \ 
号 一 全 er + 6vdB,, /dr. (33. 18) 


和 式 (33.13) 一 样 ,无 论 7 是 远大 于 或 远 小 于 4， 关系 式 (33. 
18) 均 成 芯 。 当 ?之 4 时 , 粘性 项 很 小 , 就 有 
® TY57 。 





B= — er. (33. 19) 


如 果 rr 和 io ， 我 们 可 以 将 如 -的 表达 式 (33.8) 代 入 式 (33.18)， 则 
得 Byry = 二 0， 因 为 在 这 种 情形 下 , Bi 必须 是 7 的 三 级 量 ， 所 以 一 
次 项 必然 为 零 由 ， 


$ 34.， 满 流 区 域 和 分 离 现 象 

灌流 流动 一 般 说 来 是 有 旋 的 .但 是 流体 中 涡 量 0( 三 Vxw) 的 
分 布 在 江 流 流动 ( 当 有 很 大 时 ) 中 有 某 些 特性 : 在 绕 物 体 的 “定常 ” 
汕 流 流动 中 , 整个 流体 的 范围 通常 可 以 分 成 两 个 独立 的 区 域 . 其 中 
一 个 区 域 中 的 流动 是 有 旋 的 , 而 另 一 个 区 域 中 的 涡 量 为 零 , 所 以 是 
势 流 . 因此 涡 量 只 在 一 部 分 流体 中 不 为 零 (不 过 , 一 般 说 来 这 个 区 
域 是 无 限 的 . ) 
| 
事实 ， 即 兴 流 流动 可 以 当 作 满足 欧 拉 方 程 的 理想 流体 运动 来 处 
理 @. te 对 于 理想 流体 的 运动 ， 环 量 守恒 定律 
成 立 ， 特 别 是 , 如 果 在 流 线 上 的 任何 一 点 有 @= 0， 则 在 这 条 语 线 
上 每 一 个 点 都 有 @= 0，、 反 之 , 如 果 在 流 线 上 的 任何 一 点 有 @ 关 0， 
则 在 这 条 流 线 的 所 有 点 上 @ 都 不 为 零 ， 因 此 很 清楚 ， 如 果 有 旋 流 
动 区 域 具有 这 样 的 性 质 : 其 中 的 流 线 不 能 进入 它 以 外 的 区 域 ， 则 
存在 被 限定 的 有 旋 和 无 旋 流动 的 区 域 是 与 运动 方程 相 容 的 ， 这样 
的 乌 分 布 总 是 稳定 的 , 因此 在 分 离 面 以 外 , 涡 量 仍然 为 零 . 

有 旋 的 湾流 区 域 的 一 个 性 质 是 ， 这 个 区 域 与 周围 空间 的 流体 





QD 比值 | Bwrr/ Brr| 在 1 污 r 沁 4 和 7r 农 A。 的 区 域 中 一 定 是 恒 晤 ， 实 验 结果 沁 
明 ; 实际 上 这 个 量 对 所 有 的 7 都 近似 为 重量 ,数值 约 为 0.4. 

外 这些 方 程 对 湛 流 的 适用 范围 到 4, 时 级 的 距离 为 止 ， 因 此 有 旋 流动 和 无 旋 流 
动 的 明确 完 线 , 也 只 能 确定 到 这 个 距离 的 量 级 为 止 ， 
» 198. 





的 交换 只 能 单 向 进行 , 即 流体 能 够 由 势 流 区 域 进入 有 旋 区 域 , 但 是 
永远 不 能 离开 有 旋 区 域 . 

应 当 强 调 ， 这 里 给 出 的 推断 当然 不 能 认为 是 上 述 问 题 的 严格 
证 明 ， 但 是 , 有 限 的 有 旋 汕 流 区 的 存在 似乎 已 为 实验 所 证 实 ， 

在 有 旋 和 无 旋 区 域 中 , 两 者 的 流动 都 是 应 流 的 . 但 是 在 这 两 个 
区 域 中 , 湛 流 的 性 质 是 完全 不 同 的 .为 了 说 明 这 种 差别 的 原因 , 我 
们 可 以 指出 满足 拉 普 拉 斯 方程 A$ = 0 的 势 流 有 下 述 普 遍 性质. 假 
定 流动 在 zy 平面 上 是 周期 性 的 , 则 $ 通过 e*:*+*24 形式 的 因子 
而 包含 和 39。 于 是 

9°$/97 4 08/9 = — (kth)G= — Eg$, 

同时 , 由 于 二 阶 导 数 之 和 必须 为 零 , 所 以 $8 对 z 的 二 阶 导 数 一 定 等 
于 $ 乘 上 一 个 正 系数 ，2*$ /92':=k*?$， 于 是 当 z 之 0 时 , 由 ez 形 
式 的 阻尼 因子 给 出 4 对 z 的 依赖 关系 (e** 将 引起 $ 无 限制 地 增 
加 , 这 显然 是 不 能 取 的 )， 因此， 如 果 势 流 在 某 个 平面 上 是 周期 性 
的 , 则 它 一 定 沿 该 平面 的 垂直 方向 而 衰减 . 而 且 如 和 如 越 大 ( 即 在 
zy 平 而 上 流动 的 周期 越 小 ), 则 流动 沿 z 轴 的 衰减 就 越 快 ， 所 有 这 
些 论断 ， 对 于 不 是 严格 的 周期 运动 而 只 有 某 种 周期 性 性 质 的 情形 
仍然 在 定性 上 适用 . 

由 此 立即 得 到 下 述 结论 ， 在 有 旋 流 动 区域 以 外 ， 满 流 涡 一 定 
被 衰减 挤 ， 而 且 一 定 是 湛 流 涡 的 尺度 越 小 ， 豪 减 就 越 快 ， 换 句 话 
说 ， 小 尺度 的 涡 不 能 宇和 信 势 流 的 区 域 很 远 ， 所 以 只 有 最 大 尺度 的 
涡 在 这 种 区 域 中 才 是 重要 的 ; 它们 在 相当 于 有 旋 区 域 (横向 ) 线 度 
量 级 的 距离 上 被 衰减 掉 ， 有 旋 区 的 线 度 正好 是 这 种 情形 中 的 灌流 
的 外 凡 度 ， 在 远大 于 这 个 线 度 的 距离 上 , 实际 上 并 没有 市 动 , 因此 
流动 可 以 看 作 是 层 流 的 . 

我 们 已 经 知道 , 市 流 中 的 能 量 耗 散发 生 在 最 小 尺度 的 涡 中 ; 大 
尺度 的 涡 中 没有 显著 的 能 量 耗 散 ， 这 就 是 为 什么 对 汕 流 可 以 应 用 
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欧 拉 方 程 的 原因 . 根据 上 面 所 说 的 道理 ， 我 们 得 到 一 个 重要 的 结 
论 : 能 量 耗 散 主要 发 生 在 有 旋 的 满 流 区 , 而 在 该 区 域 以 外 , 几乎 没 
有 了 能量 耗 散 . 

只 要 记 住 有 旋 的 满 流 流动 和 无 旋 的 满 流 流动 的 所 有 这 些 性 
质 ， 今 后 为 了 向 短 起 见 ， 就 可 将 有 旋 满 流 区 域 简称 为 溃 流 区 或 汕 
动 区 ， 在 以 后 的 几 节 中 , 我 们 将 讨论 各 种 情况 下 满 流 区 的 形状 . 

消 流 区 一 定 在 某 个 方向 上 以 被 绕 访 物体 的 部 分 表面 为 界 ， 这 
部 分 表面 的 界线 称 为 分 离线 . 满 流 流体 与 其 余 流体 的 分 界面 由 这 
条 分 离线 开始 ， 物 体 绕 流 中 满 流 区 的 形成 称 为 分 离 现 象 . 

淆 流 区 的 形状 是 由 流体 中 的 主流 (而 不 是 紧 靠 物 体 表面 的 邻 
近 区 域 ) 的 性 质 决定 的 .一 个 完全 的 灌流 理论 (至今 还 未 建立 起 
来 ), 在 物体 表面 上 分 离线 的 位 置 给 定 以 后 ， 原 则 上 应 能 根据 理想 
流体 的 运动 方程 组 确定 出 汪 流 区 的 形状 . 但 是 , 分 离线 的 实际 位 置 
要 由 芭 靠 物 面 的 邻 域 中 的 流动 性 质 ( 称 为 边界 层 ) 来 确定 ， 在 这 个 
过 靠 物 面 的 邻 域 中 , 粘性 将 起 重要 的 作用 ( 见 8$ 40). 


§ 35， 潢 流 射流 

在 某 些 情形 下 ， 尤 其 是 射 人 充满 流体 的 整个 空间 中 的 各 种 类 
型 自由 油 流 射流 的 情形 ( 普 朗 特 , L. Prandtl, 1925)， 只 要 通过 简单 
的 相似 性 分 析 就 能 确定 出 湛 流 区 的 形状 及 其 他 一 些 基本 性 质 . 

作为 第 一 个 例子 ， 现 在 来 研究 在 两 个 无 限 平板 相交 的 拐角 上 
当 流 动 “分 离 ” 时 所 形成 的 湛 流 区 (图 16 中 画 出 了 它 的 横 截 面 ). 对 
于 层 流 的 情形 (§ 10, 图 3), 流动 沿 着 拐角 的 一 边 ( 即 40) 平 滑 地 转 
向 , 然后 沿 着 另 一 边 ( 即 0B) 离 去 ， 在 淇 流 的 情形 下 ， 其 流动 图 象 
是 完全 不 同 的 . 

现在 流动 沿 拐角 的 一 边 到 达 顶 点 时 并 不 改变 流向 ， 而 是 继续 
沿 原 方向 前 进 ， 此 时 沿 另 一 边 的 B0 方向 上 出 现 了 另 一 个 流动 
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这 两 个 流动 “混合 "形成 淇 流 区 @; 在 图 16 的 横 截面 中 ， 用 虚线 画 
出 了 这 个 区 域 的 边界 . 这 个 区 域 的 起 因 可 以 说 明 如 下 . 设想 这 样 一 
个 流动 ， 其 中 沿 40 的 均匀 来 流 以 不 变 的 方向 继续 向 前 运动 ， 以 
致 充满 平面 4AO 及 其 向 右 延 伸 平 面 以 上 的 整个 上 半空 间 ， 而 在 延 
伟 平 面 下 面 的 流体 是 静止 的 ， 换 名 话说 ， 我 们 在 恒 速 度 运 动 的 流 
体 和 静止 的 流体 之 间 有 一 个 分 界面 (平面 40 的 延伸 平面 ). 但 是 
这 样 的 间断 面 是 不 稳定 的 , 所 以 在 实际 上 不 可 能 存在 ( 见 $ 30). 这 
种 不 稳定 性 导致 上 下 两 部 分 流体 的 混合 和 涡流 区 的 形成 . 由 于 流 
体 必须 从 下 面 进 入 洪流 区 ， 所 以 沿 BO 方向 的 流动 出 现 了 . 





图 16 
让 我 们 来 确定 湛 流 区 的 形状 . 取 x 轴 沿 着 图 16 所 示 的 方向 ， 
原 氮 取 在 C 点 .我 们 用 了 和 了 ,表示 从 zz 平面 到 满 流 区 上 ,下 边 
界 的 距离 ， 所 以 要 求 确定 出 作为 x 函数 的 了 和 了 ，。， 从 相似 性 讨 
论 出 发 ,很 容易 做 到 这 一 点 。 因 为 平面 在 所 有 方向 上 都 是 无 限 的 ， 
所 以 在 我 们 的 讨论 中 并 不 存在 具有 长 度量 纲 的 恒定 参数 .由 此 可 
见 了 ,, 了 ,只 能 直接 正比 于 x: 

了 ,一 2Ztgal ， 卫 一 2ZtgQa， . (35. 1) 
比例 常数 只 是 数值 常数 , 我 们 把 它们 写成 tga, tgg2z, 所 以 g, 和 as 
是 注 流 区 两 个 边界 和 zx 轴 之 间 的 夹 角 ， 因 此 满 流 区 界 于 两 个 相交 
于 拐角 顶 边 的 平面 之 间 . 

”CC@ 请 记 住 , 在 浅 流 区 以 外 是 ， 随 着 离开 满 流 区 边界 的 距离 的 增 大 而 逐渐 地 闻 成 必 
流 的 无 旋 流 动 ， 
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x 和 os 的 值 只 取决 于 拐角 的 大 小 , 而 并 不 依赖 于 ( 俩 如 ) 主流 
的 速度 ， 它 们 不 能 从 理论 上 计算 得 到 ; 对 于 绕 直 角 的 流动 , 其 实验 
结果 为 wa =5",as 三 10"@， 

沿 拐 角 两 边 流动 的 速度 是 不 同 的 ; 两 个 速度 的 比值 是 一 个 确 
定 的 数 ,也 只 取决 于 拐角 的 大 小 ， 当 夹 角 并 不 接近 于 x 时 , 其 中 一 
个 速度 要 比 另 一 个 速度 大 得 多 , 这 个 较 大 的 速度 就 是 主流 速度 , 它 
与 满 流 区 的 伸展 方向 相同 (40 方 向 )， 例 如 ， 在 绕 直 角 的 流动 中 ， 
沿 平面 40 的 速度 是 治 BO 速度 的 三 十 倍 . 

我 们 还 可 以 指出 , 洋流 区 两 边 的 流体 压力 差 很 小 ， 例 如 , 在 绕 
直角 的 流动 中 ,发 现 

p,— Ps: 0.003pU7, 
其 中 VU, 是 主流 的 速度 ( 沿 40 方向 ), 7, 是 主流 的 压力 ,而 ps 是 沿 
BO 流动 的 压力 . 

在 两 平板 夹 角 为 0 的 极限 情形 下 , 只 有 一 鼎 平 板 的 边缘 , 流体 
沿 着 这 块 平板 的 两 侧 运 动 ， 满 流 区 的 夹 角 Q ! os =0， 即 没有 灌 
流 区 ; 沿 访 平 板 两 侧 流 动 的 速度 相等 ， 当 夹 角 405 不 断 增 加 时 ， 
可 以 达到 一 个 状态 ， 即 平面 BO 成 为 湛 流 区 的 下 边界 ; 这 时 夹 角 
40B 已 是 钝 角 ， 随 着 夹 角 的 进一步 增加 , 满 流 区 的 一 侧 继续 以 平 
面 BO 为 界 .。 这 时 只 有 流动 的 分 离 现 象 ， 其 分 离线 沿 着 拐角 的 顶 
边 。 潢 流 区 的 张 角 总 是 有 限 的 。 

作为 第 二 个 例子 ， 来 研究 从 细 长 管 来 端 射 和 无 限 空间 的 淇 流 
射流 问题 , 在 该 无 限 空间 中 充满 着 同一 种 流体 ， 这 种 “浸没 射流 ” 
的 层 流 问题 , 在 $23 中 已 经 解决 了 ， 在 远大 于 管 口 尺寸 的 距离 上 

@ 在 这 里 以 及 在 别 的 地 方 , 我 们 所 谈 到 的 汕 流 射流 横 截面 上 的 速度 分 布 的 实验 
结果 , 都 是 基于 混合 长 度 理论 ( 见 杰 池 最 后 的 脚注 ) 经 过 计算 柳 理 的 ( 托 尔 明 W. Toll- 


imien, 1926)， 混 合 长 度 理论 包含 着 一 个 任意 常数 , 其 数值 的 选取 是 使 理论 结果 与 实验 
尽 可 能 地 吻合 ， 
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(以 后 我 们 只 讨论 这 种 情形 ), 不 论 管 口 的 实际 形状 如 何 , 射流 总 在 

现在 来 确定 这 种 射流 中 满 流 区 的 形状 . 取 射 流 的 轴线 为 z 轴 ， 
并 且 用 有 表示 满 流 区 的 半径 : 我 们 要 求 确定 出 8 作为 z 的 国 数 (2 
是 从 管 口 量 起 的 ). 和 前 面 的 例子 一 样 , 根据 相似 性 分 析 , 很 容易 直 
接 定 出 这 个 函数 ， 在 远大 于 管 口 尺寸 的 距离 上 ， 管 口 的 实际 形状 
和 尺寸 不 能 影响 射流 的 形状 ， 因 此 在 我 们 的 讨论 中 ， 没 有 长 度量 
岗 的 特征 参数 .于 是 和 以 前 一 样 , R 必须 正比 于 x: 


R= rtga, (35. 2) 
其 中 数值 常数 对 所 有 的 射流 都 是 相间 的 ， 因 此 满 流 区 是 一 锥 形 ; 
锥 项 角 2c 的 实验 值 为 25” 到 30* Ve 
(Kl 17)®, a 
射流 横 截面 上 的 (时 间 平 均 ) 一 一 一 -< 了 一- 
误 度 分 布 具有 下 述 特性 ， 流动 主 人 
纵向 速度 分 最 下 ee 
禾 着 离 射流 轴线 的 距离 的 增加 而 图 17 


本 仅仅 在 离开 轴线 0.358 的 距离 上 , 纵 同 速度 分 量 就 减 
为 uo (uo 是 轴线 上 的 速度 ), 并且 在 消 滤 区 的 边界 上 , 它 是 0.01wo 


量 级 . 横 回 速度 分 量 在 涌流 区 的 横 截 面 上 各 处 的 量 级 大 致 相同 ， 
约 为 一 0.025u。， 是 指 同 射 流 的 .这 个 横 问 
速度 分 量 引 起 流入 洲 流 区 的 流动 ， 满 流 区 (对 于 给 定 的 & 角 ) 外 面 
的 速度 分 布 , 可 以 从 理论 上 来 确定 ( 见 问 题 1). 

射流 中 的 速度 也 随 离 管 口 距 离 的 增加 而 下 降 ， 这 个 衰减 规律 
QD 实验 上 观测 到 常数 a 对 签 日 初始 条 件 ( 凌 许 剖面 ) 的 其 些 依赖 关系 ， 有 理 山 
推 济 , 这 种 依 匮 性 是 由 管 日 有 限 尺 二 的 影 丹 所 引起 的 , 而 在 更 远 的 距离 上 , 这 种 影响 糙 
会 消失。 
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是 很 容易 求 得 的 ， 为 了 求 出 衰减 规律 , 我 们 采用 如 下 的 方法 . 因为 
通过 其 中 心 在 管 口 的 球面 的 总 动量 通 量 必 须 与 该 球面 的 半径 无 
关 . 而 射流 中 的 动量 通 量 密度 为 px 的 量 级 ， 其 中 是 射流 中 茶 
个 平均 速度 的 量 级 ; 从 流体 密度 ,速度 入 以 及 距离 x 能够 组 合成 
的 量 中 ， 具 有 动量 通 量 密度 量 纲 的 量 只 有 这 个 pw*， 在 射流 的 横 
截面 中 , % 明 最 不 为 零 的 这 部 分 面积 是 丸 的 量 级 .因此 总 动量 通 


量 为 px BR 的 量 级 ， 令 px RR 等 于 常数 ,并 设 BR 二 常数 xz， 则 得 
4 和 盖 第 数 /x， (35. 3) 


即 速 度 的 大 小 随 着 离开 管 口 的 距离 而 成 反比 地 减 小 . 
单位 时 间 内 通过 射流 区 横 截 面 的 流量 8 是 该 面积 (~R ) 与 平 
均 速 度 久 乘积 的 量 级 .代入 后 求 得 史 
Q= Bx. (35. 4) 
因此 ,通过 湛 流 区 横 截 面 的 流量 随 z 而 增加 , 也 就 是 一 些 流体 
好 像 被 吸入 湛 流 区 名 。 式 (35. 4) 中 出 现 的 常数 可 以 确定 如 下 : 在 
管 口 尺度 量 级 的 距离 上 ， 必须 是 单位 时 间 内 由 管 中 流 出 的 流量 
Qo， 对 于 任何 特定 的 射流 ，Q。 是 国定 不 变 的 。 所 以 我 们 知道 B-~ 
&o/a, 其 中 a 给 出 管 口 的 横向 线 度 (例如 ,如果 管 口 古 圆 形 的 , 则 a 
为 半径 )， 于 是 可 以 写 出 
B= c/a, (35. 5) 
其 中 c 是 数值 常数 , 它 只 取决 于 管 口 的 形状 . 如果 管 口 是 圆 的 , 由 
实验 求 得 c 约 为 1.5. ! 
在 射流 长 度 方 向 上 任何 截面 的 流动 ， 可 由 该 截面 上 定义 为 
uR/v 的 雷诺 数 来 表征 . 但 是 根据 式 (35.2) 和 (35. 3), 乘积 x 及 沿 射 
@ ”如 果 在 很 大 的 范围 内 变化 的 两 个 变量 总 是 有 相同 的 量 级 ， 则 它们 必须 成 正 
比 ， 因 此 在 这 种 情形 (以 及 类 似 的 情形 ) 下 , 就 能 够 准确 地 写成 0 常数 Xz 来 代替 8 
~ 常数 Xz 、 
通过 任 一 横 截 于 射流 的 无 限 平面 , 其 总 的 质量 流量 是 无 限 的 ， 即 射 人 无 限 空 
间 的 射流 所 带动 的 流体 总 车 是 无 限 的 ， 
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流 为 常数 , 所 以 该 雷诺 数 在 所 有 截面 上 都 相同 . 例如 可 以 把 它 取 成 
B/pzy. 出 现在 这 里 的 津 数 B 是 确定 射流 中 流动 的 唯一 参数 . 当 射 
这 路 度 @o 增加 时 (a 的 值 保持 不 变 )， 雷诺 数 B/pv 最 终 会 达到 
一 个 临 究 值 , 在 这 个 临界 值 以 后 ,流动 立即 在 整个 射流 长 庶 上 变 为 
洋流 0， 


问 二 

问题 !.， 试 确定 射流 中 湛 流 区 以 外 的 平均 速度 , 

解 : 我 们 取 球 坐标 7,0,9$, 以 极 轴 沿 射流 轴线 , 原点 取 在 射流 的 出 口 处 . 
因为 射流 是 轴 对 称 的 , 所 以 平均 流动 的 速度 分 量 wj 为 零 ， 而 we 和 ;只 是 7 
和 8 的 函数 . 根据 层 流 射 流 问题 中 采用 的 方法 一 样 (§23)， 经 过 同样 的 讨论 
表明 , we 和 必须 是 w= 二 了 (90) /7, 4, 二 (0)/7 的 形式 .在 浇 流 区 以 外 是 势 流 ， 
即 六 Xu==0, 所 以 

2u./90—9(7u,) /297 一 0， 
但 是 rae 与 7 无关 ,于 是 
9u,/90=(1/7r)aF /a =0, 
因此 了 二 常数 = 一 5, 即 
,=—b/r. (1) 


(® ”对 于 各 种 油 流 流动 的 类 型 ,为 了 进行 更 详细 的 计算 ， 通常 基 于 有 关 庙 芝 粘 性 
系数 对 平均 速度 磁 度 的 依赖 关系 的 假定 . 采用 某 种 “ 半 经 验 的 "理论 。 例 如 在 普 朗 特 理 
论 中 (对 于 平面 流动 ) 假 定 

pb 泣 二 [2 [dur/9y|， 
其 中 ( 称 为 混合 长 度 ) 对 坐标 的 依赖 关系 是 根据 相似 性 分 析 的 结果 来 选取 的 ; 又 如 在 
昌 岂 油 流 射流 中 ,我 们 设 i 二 cz,c 蚌 一 个 经 验 常数 ， 这 种 理论 通常 与 实验 能 很 好 地 吻 
合 , 所 以 对 肉桂 法 计算 是 很 有 用 的 ， 但 是 不 可 能 给 出 表征 各 个 理论 的 经 验 常 数 的 普 适 
值 ， 例 如 , 对 于 各 种 特定 的 情形 , 混合 长 度 i 与 湛 流 区 横向 线 度 的 比值 有 不 同 的 选取 ， 
还 应 该 指出 , 对 于 汶 流 粘性 系数 ,有 各 种 不 同 的 表达 式 能 够 与 实验 结果 很 好 地 吻合 . 

有 关 这 些 理论 的 更 详尽 的 讨论 , 可 参阅 了. 了. Joijinmacgai, Aapodunamuxa nrpa- 
?etO410 Cx0n, TocTexH3nar, 1941; T. H. A6paxopnd, Typ6yienmnwe ceo6o0nvie 
CONDYE MUORoCMmEY WU 143806, TocsHepronmanaT, 1948; H.Schlichting, Boundary 


Layer Theory, Pergamon Press, London 1979, 
e 了 63。 
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rm PE 外 pr 0, 
72 O27 "rsing 20 (wa sin 0) 


就 得 到 
7 党 数 一 beos6 


sing 
如 果 9 二 x 时 速度 有 限 ， 则 积分 常数 -一定 为 一 86，( 因 为 问题 中 的 解 只 涉及 注 
流 以 外 的 空间 ， 而 0= 0 在 湛 流 区 内 ， 所 以 当 09=0 时 玫 为 无 穷 是 没有 关系 
的 . ) 因此 








Wg 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 cotg 一 0。 (2) 
rsing 人 2 
射流 方向 的 速度 分 量 (xz) 以 及 速度 的 绝对 值 为 
ts bo b | (3) 
7 7 :1 
rSin 0 


常数 5 可 以 和 式 (35. 4) 中 的 联系 起 米 ， 让 我 们 来 研究 由 满 流 区 形成 的 
段 截 锥 , 它 以 该 锥 的 两 个 无 限 接近 的 横 斯 而 为 界 ， 单位 时 间 内 进入 该 段 项 锥 
的 访 体 质量 为 


而 根据 公式 (35. 4), 我 们 有 
dQ = Badr= Beosad?r. 
比较 这 两 个 表述 式 , 则 得 
Beoso 
mg 4 
2r0DfJT 十 cosC) 


在 满 流 区 的 边界 上 ,速度 4 指向 满 流 区 的 内 部 , 它 与 x 轴 正 向 的 交角 为 
1 
F(T 一 0), 








现 将 党 流 区 内 部 的 平均 速度 二, (定义 记 二 QQ/zXpR?= 二 B/rxpzrtg*a) 与 边 
界 上 的 速度 (xz)% 进 行 比 较 ， 取 式 (3) 中 的 第 一 个 方程 , 令 6 二 a, 求 得 
(wu,) »/its— (1 eosa). 
当 CC=12 ”了 时 , 这 个 比值 为 0.011, 即 注 流 区 边界 上 速度 远 小 于 该 区 域内 部 的 
平均 速度 . 
问题 2.。 设 一 从 无 限 长 狭 颖 中 喷 出 的 浸没 满 流 射流 , 试 确定 其 尺度 变化 
@ Ié&6 。 





和 速度 变化 的 规律 . 
解 : 根据 与 了 上 述 轴 式 射流 同样 的 理由 ， 我 们 断定 谐 流 是 以 两 个 平面 为 
界 , 这 两 个 平面 沿 着 闫 颖 相交 ， 坤 射 六 的 半 宽 度 浪 了 二 ztga。 射 效 中 动量 通 
量 ( 沿 锋 缝 的 单位 长 度 上 ) 为 cw 了 的 量 级 ， 十 是 平均 带 度 多 对 7X 的 依赖 关 
系 为 
& 一 常数 人/ 并。 
通过 涡 访 区 横 截 面 的 流量 为 8~ pu 了 ,因此 
Q@-- 常 数 Xw/z， 
如 平面 平行 射流 的 张 角 为 2a, 则 实验 数据 给 出 a 的 值 为 25 一 33 (参阅 本 节 
第 三 条 脚注 ). 


§ 36， 满 流 尾 迹 

在 纸 物 体 的 流动 中 , 当 雷 诺 数 大 大 地 超过 临界 值 时 , 物体 后 面 
将 形成 一 个 长 长 的 庙 流 区 ， 称 为 油 流 尾 迹 .在 远大 于 物体 线 度 的 
距离 上 ， 根 据 简 单 的 推理 就 能 使 我 们 来 确定 该 尾 迹 的 形状 和 其 中 
流体 速度 减 小 的 规律 ( 普 朗 特 , 1926). 

和 § 21 中 研究 层 流 尾 迹 一 样 , 以 U 表示 来 流速 度 ， 取 口 的 方 
辐 为 z 轴 癌 .在 对 消 流 涨 落 取 平 均值 以 后 ， 任 一 点 上 的 流体 速度 
可 写成 UV+TU. 以 4 表示 尾 迹 的 某 个 平均 宽度 , 我 们 来 求 a 作为 z 
的 函数 . 如果 没 有 升力 ， 则 在 远离 物体 的 距离 上 ， 尾 迹 是 轴 对 称 
的 , 所 以 其 横 截 面 为 圆 ; 在 这 种 情形 下 ， a 可 以 是 尾 迹 的 半径 ， 如 
末 有 升力 存在 , 怀 使 得 yz 平面 上 出 现 了 某 一 特定 的 方向 ， 所 以 尾 
迹 在 离开 物体 的 任何 距离 上 都 不 是 轴 对 称 的 ， 

尾 迹 中 流体 的 维 回 速度 分 量 是 忌 的 量 级 ， 而 横向 速度 分 量 是 
涌流 速度 某 个 平均 值 & 的 量 级 .所 以 流 线 与 z 轴 之 间 的 夹 角 是 
/7 的 莉 级 ， 正如 我 们 所 知 ， 尾 迹 边 界 是 有 旋 满 流 运动 的 流 线 不 
能 逾越 的 界线 .由 此 得 出 尾 迹 边界 与 z 轴 之 间 的 夹 角 也 是 2/D 的 
里 级。 这 束 是 说 我 们 能 够 写成 
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&a /dx 一 到 /7， (36. 1 ) 

其 次 , 我 们 来 利用 式 (21. 1) 和 (21. 2), 这 些 公式 是 用 尾 迹 中 流 

体 速 度 的 积分 来 给 出 作用 在 物体 上 的 力 〈 这 里 的 速度 是 指 它 的 平 

均值 )， 在 这 些 积分 中 ， 积 分 区 域 是 @ 的 量 级 .所 以 对 积分 进行 
估计 后 , 可 得 出 Ff~pUua ,其 中 了 是 阻力 或 升力 的 量 级 ， 因 此 


u~F/pUa’, (36. 2) 
将 其 代入 式 (36. 1), 得 
daldr~F/pU’a’, 
由 此 进行 积分 得 
a~ (Fzr/pU )'. (36. 3) 


所 以 尾 迹 的 宽度 随 离 开 物 体 的 距离 的 立方 根 而 增加 ， 对 于 速度 4， 
根据 式 (36.2) 和 (36. 3), 我 们 有 

u~(FU/pr ) Ss, (36. 4) 
即 尾 迹 中 的 流体 平均 速度 与 xz”? 成 反比 . 

在 尾 迹 的 任何 横 截面 上 , 流动 由 雷诺 数 R~au/» 来 表征 . 将 

式 (36.2) 和 (36. 3) 代 入 , 得 

R~F/vypUa~(F /Pp TUzo2)173. | 
可 以 看 出 ， 这 里 与 湛 流 射流 中 的 情形 不 同 ， 雷 诺 数 沿 尾 迹 不 是 常 
数 . 在 离开 物体 足够 远 的 踢 离 上 ,RR 变 得 如 此 之 小 , 以 致 尾 迹 中 的 
流动 不 再 是 满 流 了 .再 往 后 ， 将 一 直 是 层 流 尾 迹 。 层 流 尾 迹 的 性 
质 已 经 在 $21 中 研究 过 了 . 

在 $ 21 的 问题 2 中 ,我 们 已 经 得 到 描写 尾 迹 外 面 远 离 物 体 处 
的 流动 的 公式 .， 像 层 流 尾 迹 外 面 的 流动 一 样 ， 在 湛 流 尾 迹 外 面 的 
访 动 中 , 这 些 公式 同样 有 效 . 

这 里 可 以 指出 物体 周围 速度 分 布 的 若干 普遍 性 质 ， 不 论 是 满 
流 尾 迹 的 内 部 或 外 部 , 两 者 中 的 速度 (我 们 总 是 指 平均 速度 u) 都 
随 着 离开 物体 的 距离 增加 而 减 小 .但 是 纵向 速度 在 尾 迹 的 外 
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面 要 比 在 尾 迹 里 面 减 小 得 更 快 (~~1/x: ). 于 是 在 远离 物体 的 地 
方 , 可 以 假定 尾 迹 外 面 的 4 为 零 ， 我 们 可 以 这 样 说 ，us 是 从 尾 迹 
销 线 上 的 某 个 最 大 值 下 降 到 尾 迹 边界 上 的 零 值 .边界 上 的 横向 速 
度 分 量 4、w; 与 它们 在 尾 迹 里 面 的 量 级 相同 ， 在 离开 物体 的 给 定 
距离 zx 上 ,ww 和 zw 随 着 离开 尾 迹 的 距离 增加 而 迅速 地 减 小 . 


§ 37. 伪 可 夫 斯 基 定 理 


在 物体 后 面 尾 迹 的 厚度 远 小 于 其 宽度 的 情形 下 ， 上 节 末 所 描 
写 的 物体 周围 的 速度 分 布 就 不 适用 了 ， 在 绕 流 物体 的 厚度 ( 沿 y 
方 同 ) 远 小 于 其 宽度 ( 沿 z 方 同 ) 时 , 不管 长 度 的 大 小 ( 沿 流动 方向 ， 
即 z 方 同 ) 如 何 , 就 会 形成 这 种 类 型 的 尾 迹 、 也 就 是 说 ， 现 在 要 研 
究 对 这 样 一 些 物体 的 绕 流 问题 ， 物 体 上 垂直 流向 的 横断 面 是 非常 
细 长 的 。 作 为 特例 , 机 杜 就 是 这 类 物体 , 其 宽度 (或 称 愤 展 ) 远 大 于 
它们 的 其 它 线 度 . : 

在 这 种 情形 下 , 对 于 迁 直 于 满 流 尾 迹 平面 的 速度 分 量 %, 显然 
没有 理由 认为 它 在 尾 迹 厚度 量 级 的 距离 上 应 该 有 显著 地 减 小 ， 相 
芭 地 ， 速 度 分 量 % 在 尾 迹 中 以 及 在 离开 尾 迹 相当 远 的 距离 ( 娶 展 
的 量 级 ) 上 , 都 有 同样 的 量 级 . 当然 , 我 们 在 这 里 假定 升力 不 为 零 ， 
否则 的 话 , 横向 速度 w 实际 上 为 零 . 

现在 来 研究 上 述 流 动 所 产生 的 垂直 升力 fF,， 根据 公式 (21. 
2), 了 ,由 积分 


P,= 一 oo|| uydydz (37. 1) 


给 出 , 这 里 由 于 % 分 布 的 性 质 , 因此 必须 在 整个 横 截面 上 积分 .而 
且 , 由 于 尾 迹 的 厚度 (在 ! 方 向) 很 小 ， 而 尾 迹 内 的 速度 wy 并 不 远 
大 于 它 外 面 的 值 ， 所 以 将 整个 8 上 的 积分 改写 成 尾 迹 以 外 yy 上 的 
积分 , 就 可 以 有 足够 的 精确 度 , 即 
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| way~ | WyQy 十 | wg 
其 中 yy 和 ys 是 尾 迹 上 上、 下边 田 的 坐标 (图 18). 

然而 尾 迹 以 外 是 势 流 ， 有 Wy 二 98/9y; 并 且 在 无 穷 远 处 有 
4 一 0, 于 是 得 到 


Re jy 
Jug = $$, 一 Be 
这 J 
其 中 四 和 办 是 速度 势 在 尾 迹 两 《GE -ran 
侧 的 值 ， 如 果 用 间断 面 来 代 蔡 洲 下 、_ | 
尾 迹 , 则 可 以 说 加 一 加 是 间断 面 的 | 
上 速度 势 的 跃 变 ， 然 而 导数 w = 图 18 


99/9y 必须 保持 连续 . 因为 垂直 于 尾 迹 曲面 的 速度 分 量 间断 就 意 
味 着 有 一 定量 的 流体 流入 尾 迹 ; 但 是 在 尾 迹 厚度 忽略 不 计 的 近似 
中 ， 流 入 的 流量 必须 为 零 . 所 以 我 们 可 以 用 切 向 间断 面 来 代替 尾 
迹 . 其次, 在 同样 的 近似 程度 下 , 压力 在 尾 迹 面 上 也 必须 是 连续 的 . 
因为 在 一 级 近似 中 ， 根 据 伯 努 利 方程 得 出 压力 的 变 化 为 pUu; 一 
PVU99$197， 所 以 导数 96 /oz 也 必须 连续 .然而 导数 94 /93z， 即 机 
加 跨 度 方 同 的 速度 一 般 说 来 是 间断 的 . 

因为 导数 99/9x 是 连续 的 ， 间 断 值 加 一 少 只 取决 于 zs 而 与 
治 尾 迹 的 坐标 z 无 关 .， 所 以 我 们 有 下 面 的 升力 公式 ; 

Rye —pU| (gs— $d. (B37.2) 
对 整个 z 从 一 ce 到 二 ce 的 积分 可 以 只 在 尾 迹 的 宽度 上 进行 积分 ( 显 
然 , 在 尾 迹 以 外 $2 一 $1 二 0). 

这 个 公式 还 可 以 写成 稍为 不 同 的 形式 ， 为 此 我 们 指出 ， 利 用 
众所周知 的 标量 基数 梯度 积分 的 性 质 , 可 以 将 差 值 加 一 办 写成 曲 
线 积 分 

: 中 (VO) d= Go 
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其 中 积分 曲线 是 从 点 妨 出 发 , 绕 过 物体 .终止 于 点 y ,因此 积分 曲 
线 经 过 的 点 都 在 势 流 区 成 内 .因为 尾 迹 很 薄 ， 我 们 可 以 用 从 妨 到 
的 小 线段 来 封闭 积分 曲线 , 这 样 , 除去 更 高 阶 的 小 量 之 外 ， 不 会 
改变 上 述 由 线 积分 值 . 用 六 表示 环绕 物体 的 财 合 曲线 C 的 速度 环 
量 (图 18), 则 有 


T= ud= $9 (37. 3) 
以 及 关于 升力 的 公式 @ 


F,=—pU| Taz. (37. 4) 


二 


在 1906 年 , 任 可 夫 斯 基 首 先导 出 上 述 公 式 ， 给 出 了 升力 和 环 
量 之 间 的 关系 , 这 就 是 偶 可 夫 斯 基 定 理 马 . 


局 题 
问题 1， 设 有 一 无 限 长 圆柱 体 在 横向 绕 流 中 形成 庙 流 尾 迹 . 试 确 定 该 淇 
流 尾 迹 变 宽 的 规律 . 
解 : 每 圆柱 体 单 位 长 度 上 的 阻力 f; 是 pUr7 的 量 级 ， 将 它 与 关系 式 
(36. 1) 结合 起 来 , 我 们 求 得 尾 迹 的 宽度 了 为 


Y=AV (xf:/pU’), (1) 
其 中 4 为 常数 ， 尾 迹 中 的 平均 速度 2 按 
u~~ (fi/ px) 
的 规律 而 减 小 .雷诺 数 

R~Yu/v~f,/pUy 


与 Xz 无关, 所 以 没有 层 流 尾 迹 . 
可 以 指出 ， 根 据 实验 结果 , 式 (1) 中 的 常数 系数 4 一 0.93( 了 是 妊 迹 的 半 
宽度 ; 如 果 了 取 为 这 样 一 个 距离 , 在 该 距离 上 速度 we 减 小 为 最 大 速度 (在 中 
@ ”选取 速度 环 量 的 符号 时 ， 总 是 以 逆 时 针 路 径 的 积分 为 准 ， 公 式 (37. 3) 的 符 
号 还 决定 于 选取 的 流动 方向 ， 我 们 总 是 假定 流动 沿 * 轴 的 正 向 (从 左 到 右 ). 
加 ”有关 这 个 定理 应 用 到 流线型 机 可 的 情形 , 请 参阅 $ 46。 
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迹 中 心 上 ) 的 一 半 , 则 4=0.41)， 

问题 2， 设 有 一 无 限 长 物体 在 横向 绕 流 中 形成 尾 迹 , 试 确定 该 尾 迹 外 面 
的 流动 . 

解 : 现 选 用 柱 坐 标 , 其 z 轴 沿 物体 的 长 度 方向 . 

尾 迹 外 面 是 势 流 , 将 速度 势 记 作 @@， 用 以 区 别 柱 坐 标 中 的 角 $ 像 $ 21 
中 问题 2 一 样 , 我 们 断言 , 必定 存在 


中 心 ax = (TD) d=f/pU, 


现在 的 积分 区 战 是 一 个 半径 很 大 的 单位 长 的 圆柱 表面 ， 圆 柱 的 轴线 沿 z 辆 
向 ， 而 思 是 每 单位 长 物体 上 的 阻力 ， 满 足 这 种 条 件 的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 
APD=0 的 解 为 : 
= (fr/2xrpU)1ner. 
其 次 . 根据 公式 (37.2), 我 们 有 升力 
fy= PpU(D,— 9,). 

在 拉 普 拉 斯 方程 的 所 有 解 中 ， 随 距离 的 改变 而 减 小 最 慢 的 以 及 在 $==0 的 平 
面 上 有 间断 的 解 为 = 常数 X98; 因为 9 一 各 二 27, 所 以 常数 为 一 /2xpU. 
小 动 由 上 上述 两 个 解 之 和 给 出 
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lInr ~ $f,). . (1) 
速度 ua 的 柱 坐 标 分 量 为 
ur =2D/9r=f,/2r poUr, 
好 一 (1/7)2 中 /2 一 一 和 /2rDU77， (2) 
速度 唱 与 了 方 和 内 交 成 一 个 不 变 的 角度 tg-!(fy/f,). 
问题 3。 当 存 在 升力 时 , 试 确 定 无 限 长 物体 后 面 尾 迹 的 弯曲 规律 . 
解 : 如 果 存 在 升力 则 尾 迹 ( 当 作 间 断面 ) 在 zy 平面 上 是 弯曲 的 .确定 
是 迹 曲 线 的 函数 y=y(7x) 由 方程 
dz/ (ut+U)=dy/uy 
给 出 ， 根 据 问 题 2 中 式 (2)， 代 之 以 ~ 一 所 /2xpUx， 同 时 与 相 比 略 去 
wz、 则 得 
dy/dz=—fy/2rpU’%, 
由 此 
Y 二 常数 一 (fy/27zpU?)1nz. 
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§ 38， 各 向 同性 满 流 

我 们 在 $ 33 中 已 经 提 到 过 庙 流 的 一 种 特殊 情形 , 即 完 全 均匀 
和 各 向 同性 的 满 流 ， 其 整个 流体 中 的 平均 速度 为 零 ， 这 种 流动 可 
以 想像 成 流体 受到 剧烈 地 扰动 后 , 再 任 其 自由 地 运动 ， 当然 , 这 种 
运动 将 随 者 时 间 的 推移 而 衰减 . 

进一步 地 研究 各 疝 同 性 淇 流 ， 特 别 是 确定 其 随时 间 训 变 的 规 
律 , 都 是 基于 洛 强 斯 基 (J.T. JIogfHaHcKkH 下 1939) 首先 导出 的 守恒 
定律 .这 个 定律 只 对 各 向 同性 的 满 流 成 立 ， 它 是 角 动 量 守恒 这 一 
普遍 定律 的 一 个 推论 , 可 以 导出 如 下 : 

设 在 无 务 的 流体 中 分 离 出 某 个 很 大 的 体积 ， 我 们 来 研究 这 个 
体积 中 流体 的 总 角 动 量 M.M 具 有 某 个 随机 值 , 一 般 说 来 是 不 为 
零 的 ， 由 于 该 体积 中 流体 与 周围 流体 的 相互 作用 ， 所 以 RM 并 不 严 
格 地 保持 不 变 ， 但 是 由 于 相互 作用 是 一 种 表面 作用 ， 显 然 MM 发 生 
显著 变化 所 需 的 时 间 了 必须 随 所 选取 体积 的 线 度 工 的 增加 而 增 
加 ， 时 间 了 和 线 度 工 可 以 任意 大 ， 从 而 在 这 种 意义 上 角 动 量 M 是 
守恒 的 . 

为 了 以 后 的 方便 ， 假 定 选 定 的 流体 体积 包含 在 一 个 具有 固定 
图 页 的 容器 中 , 显然 这 个 很 大 体积 的 表面 上 的 边界 条 件 , 对 该 体积 
中 我 们 所 关心 的 流动 性 质 没 有 任何 影响 . 

根据 一 般 的 定义 ,总 角 动 量 张 量 下 ,i 等 于 对 整个 体积 的 积分 

p| (zw 一 neoDaF。 
将 上 述 积分 作 如 下 变换 : 

ziviar = | 二 CeopDmz 一 | zig dV —|ziwdy. 

将 上 式 右边 的 第 一 个 积分 变 成 曲面 积分 , 就 能 看 出 其 为 零 , 因为 流 


体 界 面 上 的 法 向 速度 为 零 ， 所 以 有 vidfi= (vw:n)df =0， 如 果 流 
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体 是 不 可 压缩 的 (V 5=0), 则 第 二 个 积分 也 为 赤 ， 睦 以 
|zoar= 了 zwaar, 
并 能 写 出 
: Ms=2p [zar. 
MM;s 所 有 分 时 的 平方 和 等 于 角 动 量 天 量 
M-= p| (r xvw)ay 
的 大 小 的 平方 的 两 倍 , 于 是 有 
M’ -208 ERR 
积分 的 平方 可 以 写成 二 重 积分 : 
M’ a || v0. dVaV. 
最 后 我 们 指出 , 上述 表 达 式 可 以 改写 成 
M’*=—p’° | 7) varvar’ (38. 1) 
包含 平方 zf 和 2 的 积分 为 零 , 这 是 由 于 
| sy,v dV dV = [zrar |war， 
而 且 因 为 固定 容器 中 不 可 压缩 流体 的 总 动量 为 零 , 有 
Jvar =0. 
式 (38.1) 中 被 积 图 数 的 因子 v4.24 二 如 "v2' 是 速度 的 标 积 , 这 
两 个 速度 对 应 点 的 坐标 为 ze 和 zx， 这 两 个 点 相隔 的 距离 为 ?= 
Vz 一 zw)*， 在 上 述 的 体积 中 ,将 这 个 标 积 对 点 ze 和 所 有 可 
能 的 位 置 (给 定 7 ) 取 平 均 :这 种 平均 和 8 33 中 定义 关联 函数 所 
采用 的 平均 相同 ， 因 为 该 流动 是 各 问 同性 的 , 所 以 量 忆 了 P 只 是 7 


的 消 数 .v2.2' 随 7 的 增加 而 迅速 地 减 小 , 这 是 因为 相距 很 还 两 后 
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上 的 溃 流 速度 ， 可 以 假定 在 统计 上 是 独立 的 ， 即 两 个 速度 乘积 的 
平均 值 简化 为 两 个 速度 平均 值 的 弱 积 ， 而 速度 本 身 的 平均 值 为 堆 
(在 所 讨论 的 流动 中 , 平均 速度 处 处 为 零 )、 
在 式 (38.1) 的 积分 号 下 进行 这 种 平均 , 得 到 
M’?=p’ | fay, (38. 2) 
其 中 
了 二 -|v-v rdV 
上 式 了 的 被 积 函数 随 着 7 的 增加 而 迅速 地 减 小 ， 所 以 积分 是 收敛 
的 ; 也 就 是 说 , 当 积 分 区 域 的 线 度 工 趋 向 无 限时 ， 了 趋向 一 个 有 限 
的 极限 ， 因 为 这 里 的 流动 是 均匀 的 C， 了 在 整个 流体 的 范围 中 处 
处 都 相同 , 所 以 就 能 够 写成 3 = of， 可 以 指出 ， 由 此 得 出 角 动 
量 随 运动 流体 体积 的 平方 根 而 增加 ， 并 不 是 与 该 体积 成 正比 ， 这 
个 原因 在 于 总 角 动 量 是 大 量 的 统计 上 独立 分 量 〈 各 个 小 部 分 上 流 
体 的 角 动 量 ) 之 和 , 这 些 分 量 的 平均 值 不 为 零 . 
由 此 我 们 断定 , 在 各 向 同性 的 湛 流 中 , 下 的 不 变性 就 是 
| 0 7AV' 二 常数 ， (38. 3) 


这 就 是 洛 强 斯 基 定 律 @. 

在 线 度 相当 于 溃 流 尺度 ! 量 级 的 区 域 中 (这 个 区 域 的 体积 
~03), 式 (38. 3) 的 被 积 函 数 明显 地 异 于 零 , 其 量 级 为 v2*/1*， 因 此 
根据 式 (38. 3) 有 

2275 一 常数 ， (38. 4) 


个 ”除去 表面 附近 很 小 一 部 分 以 外 的 整个 人 区域, 

@， 最 近 已 不 止 一 次 地 提出 了 这 样 的 疑问 : 根据 在 间距 非常 大 的 两 点 上 的 速度 
关联 的 性 质 ， 该 守恒 定律 (38. 3 是否 还 能 应 用 例如， 如果 这 个 关联 减 小 得 不 够 快 ， 
那么 积分 (38. 3) 就 有 可 能 发 散 ， 但 是 直到 现在 ， 整 个 问题 似乎 还 不 太 清楚 ，, 
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利用 这 个 关系 式 ， 可 以 确定 出 各 向 同性 油 流 随时 间 的 衰变 规 
律 ， 为 此 来 估算 一 下 单位 体积 流体 动能 对 时 间 的 导数 : 一 方面 它 
在 量 级 上 可 以 写成 pv /t; 另 一 方面 , 它 又 必须 等 于 单位 体积 流体 
在 单位 时 间 内 的 能 量 耗 散 ， 根 据 公 式 (31. 1)，pe~pv /7( 其 中 
息 特 征 速度 ).， 如 果 这 两 个 表达 式 在 量 级 上 相当 , 则 得 


tL~vt. (38.5) 
将 式 (38. 5) 代 入 式 (38. 4), 可 得 
2 一 常数 /41507 (38.6) 


因此 在 各 向 同性 的 满 流 中 ， 速 度 随 时 间 的 衰减 是 反比 于 1 

对 于 2 , 我 们 有 
1 二 常数 Xt” : (38.7) 

即 湛 流 的 外 尺度 随 1 而 增加 ( 柯 尔 莫 戈 罗 夫 , 1941). 

根据 公式 (38.6) 和 (38.7), 雷诺 数 R~vLls 随 1 而 减 小 ， 
在 足够 长 的 时 间 之 后 , 雷诺 数 变 得 如 此 之 小 , 以 致 粘性 开始 显得 重 
要 了 . 人 至此， 我 们 能 够 确定 出 能 量 耗 散 。 一 方面 根据 常用 的 公式 
(16. 3), 给 


ee) 和 ~ 只- 


2 \dr; gz Cy 
而 另 一 方面 又 有 e~v /t. 将 上 两 式 作 比较 , 就 得 到 
lt~~v (vt), (38.8) 


然后 从 式 (38. 4) 得 z 
v= 二 常数 /15 人 4 (38. 9) 
这 些 公 式 是 在 粘性 起 支配 作用 时 ， 给 出 了 均匀 湛 流 后 期 衰变 的 规 
律 , 它们 是 由 米尔 里 奥 希 科 夫 (M. 芭 . MuIioaKoB) 在 1939 年 得 
到 的 . 
让 气流 通过 (有 规则 地 排列 着 大 量 小 孔 的 ) 格 栅 ， 就 能 产生 各 
辣 同 性 的 油 流 ， 我 们 用 器 来 表示 原 有 流动 的 速度 ， 并 取 z 轴 沿 器 
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的 方向 ,， 同时 用 器 十 2 表示 真正 的 速度 ， 所 以 是 我 们 所 感 兴 趣 
的 渗流 速度 . 如 果 引 人 一 个 以 速度 口 运动 的 参考 系 , 则 相对 于 这 个 
参 浪 系 ,流体 以 速度 名 作 满 动 . 当 离 开 格 机 的 距离 增加 时 ,平均 满 流 
(具有 速度 岂 = 心 ) 衰变 得 比 涨 落 流动 更 快 ， 这 是 因为 平均 流动 具 
有 与 格 机 孔径 尺寸 a 同 量 级 的 尺度 ; 下面 将 看 到 , 格 栅 孔 径 的 尺度 
a 远 小 于 姓 琐 流动 的 尺度 ， 所 以 在 离 格 机 是 够 远 的 距离 上 ， 平 均 
速度 几乎 为 零 , 这 时 满 流速 度 就 是 涨 洲 速 冻 ， 在 这 样 的 距离 上 , 尺 
度 小 于 xz( 但 并 不 需要 小 于 庙 流 的 外 尺度 ) 的 整个 区 域内 的 党 流 可 
以 当 作 是 完全 各 向 同性 的 .在 该 运动 参考 系 中 谐 流 随时 间 的 误 变 
相当 于 在 原来 固定 参考 系 中 满 流 因 离 开 格 栅 距 离 的 增加 所 引起 的 
肾 变 ， 这 种 豪 变 的 规律 由 上 面 建立 的 公式 给 出 ， 其 中 只 需 用 x/U 
来 代替 革 就行 了 .请 记 住 , 在 离 格 机 为 a 量 级 的 距离 上 ( a 是 格 栅 
开 筷 的 尺寸 ), 我 们 必须 有 i~a, 所 以 公式 (38.7) 可 以 改写 成 

lL~a(r/a) 7 
对 于 速度 , 则 由 式 (38.5) 得 v~1/z, 由 此 

v~U(a/r) 7 


9] 题 
在 粘性 起 主要 作用 的 阶段 中 ， 试 用 方程 (33. 17) 求 出 各 向 同性 湾流 中 
Vrivr。 误 变 的 定量 规律 . 
解 : 在 这 种 情形 下 ， 我 们 可 以 略 去 式 (33. 17) 中 B,,; 的 项 ， 因 为 它 是 
(小 ) 速 度 的 更 高 阶 量 ， 现 引入 量 
b. 





a 1 — 
+ 二 V Ve = 多 2 一 五 


〈 见 去 (33. 16)), 我 们 得 到 b,; 的 方程 为 
Gb _ 2 2 (1+ br )=0. 


at 74 ar 
对 于 这 个 方程 , 我 们 有 兴趣 的 解 是 
b= 常数 X er /tf E52, 


@ 77 e 





参 交 导热 方程 的 类 似 解 (51.6)， 这 个 解 给 出 了 函数 B,, 在 某 些 初始 条 件 下 
的 渐 近 形式 , 这 些 亡 始 条 件 是 指 B,; 是 个 任意 函数 ， 它 随 着 * 的 增加 必须 减 
小 得 足够 快 [正如 初始 时 刻 热 显 集 中 十 空间 一 个 小 区 成 内 的 导热 问题 一 样 ， 
在 那里 由 公式 (51.6) 给 出 了 热 传 播 的 浙 近 成 律 J， 
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第 四 童 边 家 层 


§ 39.， 层 流 边 界 层 


我 们 已 经 几 次 提 到 这 一 事实 : 很 大 的 雷诺 数 等 价 于 很 小 的 粘 
性 系数 .因此 , 如 果 雷 诺 数 很 大 , 流体 就 可 以 看 作 是 理想 流体 ， 但 
是 , 当 孝 虑 贴近 固 壁 的 流动 时 , 就 不 能 采用 这 种 近似 了 .因为 对 于 
理想 流体 , 边界 条 件 只 要 求法 向 速度 分 量 为 零 , 与 表面 相 团 的 速度 
分 量 一 般 保持 为 有 限 值 ; 而 对 于 粘性 流体 , 固 壁 上 的 速度 则 必须 完 
全 为 零 . 

由 此 , 我 们 可 以 得 出 结论 : 在 大 雷诺 数 的 情形 下 ， 几 乎 只 是 在 
贴近 壁面 的 一 个 落 层 里 , 速度 降 到 了 零 . 这 一 层 称 为 边界 层 , 它 的 
特征 是 其 中 存在 相当 大 的 速度 梯度 . 边界 层 中 的 流动 既 可 以 是 流 ， 
也 可 以 是 油 流 ， 在 本 节 中 , 我 们 将 研究 层 流 边界 层 的 性 质 ， 当 然 ， 
这 一 层 的 边界 并 不 十 分 明显 ， 从 边界 层 中 的 层 流 到 流体 的 主流 是 
连续 过 渡 的 . 

边界 层 内 速度 的 迅速 减 小 最 终归 因 于 粘性 , 即使 瑞 很 大 , 粘性 
也 不 能 忽略 ， 从 数学 上 说 , 这 是 由 于 边界 层 内 速度 梯度 很 大 , 因而 
即便 > 很 小 , 运动 方程 中 包含 速度 空间 导数 的 粘性 项 还 是 个 大 量 . 
边界 层 的 数学 理论 是 由 普 朗 特 (L. Prandte) 创立 的 . 

我 们 来 推导 层 流 边界 层 内 流体 的 运动 方程 。 为 简单 起 见 ， 我 
们 考虑 沿 着 表面 上 一 块 平面 的 二 维 流动 .将 该 平面 取 作 zz 平面 ， 
取 z 轴 沿 流动 方向 , 速度 分 布 便 与 z 无 关 , 并 且 不 存在 速度 的 z 分 


[三 | 


一 


有 里， 
于 是 , 准确 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 和 连续 方程 就 是 


3 179 。 


























CL A Rs (SE 3) 39.1 
Vr dz tos dy pp gz dr gy:/’ C0 
dv ,avs _ .197 (5 Se) 39.2 
Ur po dr Tay g 人 
2 十 3 一 0， (39.3) 


这 里 假设 流动 为 定常 的 , 所 以 时 间 导 数 被 省 略 了 . 

因为 边界 层 很 落 , 显然 边界 层 内 的 流动 应 当 大 体 平行 于 表面 ， 
即 与 wx 相 比 , 速度 w 是 一 小 量 ( 这 从 连续 方程 可 直接 看 出 ). 

速度 沿 着 y 轴 迅 速 地 改变 ， 它 可 在 边界 层 厚 度 6 量 级 的 距离 
于 发 生 显著 变化 ， 另 一 方面 , 速度 沿 x 轴 则 变化 缓慢 , 它 只 有 在 经 
历 了 本 问题 特征 长 度 ( 比 如 说 ， 物 体 的 线 度 ) ! 量 级 的 距离 后 才 有 
显著 改变 因此， 速度 对 y 的 导数 与 其 对 x 的 导数 相 比 是 个 很 大 
的 量 ， 由 此 可 见 ， 方 程 (39.1) 中 的 导数 v19x’ 与 9.9;/9y 相 
比 可 以 略 去 ; 对 比 (39.1) 和 (39.2)， 我 们 看 出 导数 9p/3y 相对 于 
57/3z 为 一 小 量 (比值 与 2，/vs 同 量 级 )。 在 所 讨论 的 近似 程度 下 ， 
我 们 即 可 设 

=0 

也 就 是 , 可 以 认为 在 边界 层 内 不 存在 横向 压力 梯度 . 换 句 话说 , 边 
界 层 内 的 压力 等 于 主 菠 的 压力 pz(z)， 因 此 对 于 求解 边界 层 问 题 来 
说 , 它 是 z 的 给 定 函 数 ， 在 方程 (39.1) 中， 我 们 现在 可 以 将 3z/3z 
写成 全 导数 4p/dx; 这 个 全 导数 还 可 以 用 主流 速度 (z) 来 表示 。 因 
为 边界 层 外 部 为 势 流 , 伯 努 利 方程 成 立 , 即 


1 
2 十 广 PU Ts 第 数 ， 


; (39.4) 


由 此 有 
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于 是 , 我 们 得 到 层 流 边界 层 内 运动 方程 的 形式 为 
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不 难 证 明 , 这 些 方 程 虽然 是 对 沿 平面 固 壁 的 流动 导出 的 , 但 它们 在 
任意 二 维 流 动 ( 凤 无 限 长 是 有 任意 横 截 面 柱 体 的 横向 绕 流 ) 的 更 一 
般 情 况 下 仍然 有 效 . 此 时 ，z 是 从 横 截 面 周 线 上 基点 量 起 的 治 周 
向 的 距离 ，Y 是 离开 表面 的 距离 . 

设 Uo 是 问题 的 特征 速度 (例如 ,主流 在 无 穷 远 处 的 速度 ).， 我 
们 引入 无 量 岗 变数 z， 8 oz ,2 代 换 坐标 xz,Y 和 速度 vv 即 

r= yg=y /NV BR, vs =Uov's, Vy=Uowy /rs R (39.6) 

(并 且 相 应 地 有 0=V00'), 其 中 R=Uol/v.， 因 而, 方程 (39.5) 成 为 
下 列 形式 : 














0 De to Dy By de" 20 
dv | doy _ 
IY 十 Oy’ 一 0. 


这 些 方程 (以 及 它们 的 边界 条 件 ) 不 含 粘性 系数 ， 这 表明 它们 的 解 
和 雷诺 数 无 关 . 因此 ， 我 们 可 得 出 以 下 重要 结论 : 当 改 变 雷 诺 数 
时 , 边界 层 内 的 整个 流动 图 象 仅仅 是 经 历 了 一 个 相似 变换 , 纵向 距 
离 和 速度 保持 不 变 ， 而 横向 距离 和 速度 按 1// 至 倍 改变 . 

其 次 , 我 们 还 可 以 断定 ,从 解 方程 (39.7) 得 到 的 无 量 纲 速度 v'， 
v's, 其 量 级 必定 为 1, 因为 它们 和 有 R 无 关 ， 在 zy 坐标 中 ,边界 层 
厚度 6 的 量 级 同样 为 1， 因 此 , 由 公式 (39.6) 可 以 得 出 结论 : 





U 
VE (39.8) 


SS。 








即 ， 横 向 速度 与 纵向 速度 的 比值 和 ~ 成 反比 , 以 及 


L 
5~- 育 (39.9) 


即 , 随 着 雷诺 数 的 增 大 , 边界 层 厚度 以 1/\/ 五 的 规律 减 小 . 

现 将 边界 层 方程 应 用 于 沿 平板 的 平面 平行 流动 。 令 平板 平面 
为 x 二 0 的 zz 半 平 面 (于 是 , 板 的 前 缘 为 直线 z=0)， 并 假设 平板 
在 正方 向 延伸 到 无 穷 远 ， 在 此 情况 下 ,主流 速度 显然 不 变 (Z = 
前 数 )， 方程 (39.5) 变 成 











ODE Ws 
Cx ey 9.10 
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平板 表面 上 的 边界 条 件 是 两 个 速度 分 量 为 零 ， 即 对 y= 二 0, x 宇 0, 有 

Vz 一 2 二 0， 远离 平板 时 , 速度 必须 渐 近 地 趋 于 来 流速 度 , 即 对 y 一 

士 c2“， 有 2z = 也 我们 已 经 知道 ， 在 边界 层 方程 的 解 中 , oz /VU 和 

2 只 能 是 x’=z/l 和 ¥=yvV U/Ly 的 函数 .但 在 所 讨论 

的 无 限 平板 问题 里 ， 并 不 存在 特征 长 度 ! .因此 , wz/Z 只 能 依赖 

于 x 和 六 的 某 个 不 含 1 的 组 合 ， 即 六 /Vx =/ Uf?x. 类 似 地 ， 

乘积 /zx 必须 是 y /VY 的 函数 、 王 是 , 我 们 可 以 寻求 下 面 形 

式 的 解 : 

ve =Uf(yV Uv) ,vy = Uy1z f(y UV), 
(39.11) 

其 中 f 和 太 是 某 类 无 量 纲 国 数 ， 利 用 (39.10) 的 第 二 个 方程 ， 可 

以 用 了 来 表示 了 ,从 而 问题 化 为 求 一 个 单 变 量 

E=gys/ UvY 
的 消 数 中. 
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WD 容易 证 明 , 如 果 用 了 (5) 一 %' 05) 定义 一 个 函数 p(E) ,就 得 到 刀 (6 一 工 《Ed 
一 和 ,而 由 满足 方程 gg 十 24 一 0 和 边界 条 件 : 点 一 0, 6=$' 二 0;E=o0; 二 1 
。 32。 





下 面 的 讨论 上 只 涉 及 纵向 速度 5 的 分 布 (因为 2， 很 小 )， 即 使 
在 未 求 出 函数 了 的 情况 下 ,我们 也 能 从 公式 (39.11) 得 出 一 条 重要 
结论 ，>z> 在 平板 表面 上 为 零 , 当 了 的 自 变 量变 到 一 给 定 值 , 即 当 
ysMVU/v2 三 任 一 给 定常 数 时 , 速度 wz 增加 到 已 的 一 个 确定 分 数 。 
因此 , 我 们 可 以 断定 , 沿 平 板 流 动 的 边界 层 厚度 在 量 级 上 为 

6~s px/U. (39.12) 

这 样 , 随 着 离开 平板 前 缘 问 后 移动 ,， 6 就 以 距 前 缘 距 离 的 平方 根 的 
方式 增长 . 

渭 数 了 可 以 用 数值 积分 法 求 出 ， 图 19 中 画 出 了 该 函数 的 曲线 
图 。 我们 看 出 了 很 快 地 趋 于 它 的 极限 值 1C. 





数值 计算 给 
Giy=0.332/npU/z 。 (39.13) 
”边界 层 的 厚度 有 时 用 位 移 厚 度 6* 来 表征 , 它 定 义 为 
1 .wz- vdy=06*, 
它 等 于 1.72Vyz1U，。 . 
e183. 





如 果 平 板 长 度 为 ! (在 zZ 方 向 )， 那 么 ， 在 :方向 单位 长 度 的 平板 
上 , 总 摩擦 力 为 
P=2|[ Orydr. 

因为 平板 是 两 面 和 流体 相 接 触 ， 故 乘 以 2. 以 (39.13) 式 代入 ， 就 
得 到 

F=1.328VnplU0 z (39.14) 
(如 : 布 拉 修 斯 , 1908)， 可 以 指出 ， 麻 按 力 正比 于 主流 速度 的 3/2 
次 瑚 . 公式 (39.14) 只 能 应 用 于 相当 长 的 平板 ， 此 时 雷诺 数 CA] 
才 有 相当 大 的 值 ， 习 惯 上 将 阻力 表示 为 阻力 系数 ， 它 定 义 为 无 量 
纲 比 值 

= I 2 5 
0=F /2 2 (39.15) 


按照 (39.14) 式 , 对 于 沿 平板 的 层 流 ， 这 个 量 反 比 于 雷诺 数 的 平方 
根 : 
C=1.328/v BR. (39.16) 
上 面 得 到 的 定量 公式 当然 只 是 对 沙 平板 的 流动 而 言 的 .但 是 ， 
像 (39.8) 和 (39.9) 这 样 一 些 定性 结果 , 则 对 沿 任何 形状 物体 的 流动 
都 成 立 ， 在 这 种 情况 下 ，【! 是 物体 在 流动 方向 上 的 尺度 . 
我 们 可 以 对 两 种 情况 的 边界 层 作 点 特别 说 明 ， 假 设 有 一 个 很 
大 半径 的 平面 圆 盘 ， 在 流体 中 绕 垂 直 于 自身 平面 的 轴 旋 转 , 那么 ， 
要 估算 边 宅 层 厚度 ， 我 们 必须 在 (39.12) 中 用 Qz 代 换 UU， 其 中 人 
是 旋转 角 速 庶 .于 是 我 们 得 到 
6 ~ DG, (39.17) 
我 们 看 出 , 按照 在 323 中 所 得 到 的 这 一 问题 的 准确 解 ,边界 层 厚度 
可 以 认为 在 整个 罗盘 表面 上 为 一 常数 ， 由 边界 层 方程 所 得 的 作用 
在 癌 盘 上 的 摩擦 力 值 ,当然 就 是 (23.4)， 因 为 这 个 式 子 是 准确 的 ， 
所 以 对 五 为 任何 值 的 层 流 都 成 立 ， ee 
* J84. | | ~ 





最 后 ， 我 们 来 考察 流 体 在 徘 谋 管道 入 日 处 的 器 上 所 形成 的 层 
流 边 界 层 ， 流 体 在 进入 管道 时 ， 其 速度 分 布 通常 是 在 整个 横 截面 
上 近乎 均匀 的 ， 速 度 降 到 零 这 一 事实 完全 发生 在 边界 层 内 ， 当 
流体 从 入 口 处 向 管内 越 走 越 远 时 ， 更 加 靠近 轴线 的 流体 层 才 相继 
受到 阻 洪 ， 因 为 通过 每 个 截面 的 流体 质量 是 相同 的 ， 而 流动 的 中 
心 部 分 仍 保持 速度 均匀 , 则 随 着 中 心 部 分 的 直径 不 断 减 小 , 这 部 分 
流动 必然 不 断 加速 ， 这 种 情形 一 直 继 续 到 泊 肃 叶 速 度 分 布 已 渐 近 
地 达到 为 止 ; 因此 , 泊 肃 叶 速 度 分 布 具 有 在 离 管 口 的 一 定 距离 上 才 
会 出 现 ， 可 以 很 容易 地 确定 “进口 段 ?长 度 1 的 量 级 ， 它 由 这 一 事 
实 给 出 , 即 在 离 管 口 距离 为 ! 时, 边界 层 厚度 和 管 半径 a 是 同一 量 
级 , 这 时 边界 层 几 乎 已 经 充满 整个 截面 .在 (39.12) 中 ， 令 zz 一 :7 
和 6 ~ a ,我 们 就 得 到 
l~a’U/y~aR (39.18) 
因此 , 进 日 段 的 长 度 正比 于 雷诺 数 @. 


回 题 
问题 1， 试 确定 驻 点 附近 的 边界 层 厚度 (参看 $ 10)， 
解 : 驻 点 附近 流体 的 速度 (边界 层 外 ) 正 比 于 离 该 点 的 距离 x 因此 我 们 
可 以 设 U =cz. 估计 方 程 (39. 5) 中 各 项 量 级 的 大 小 ， 我 们 得 到 6~AA375 
所 以 , 驻 总 附近 边界 层 的 摩 度 是 有 限 值 (而 且 , 特别 是 在 驻 点 本 身 处 不 为 零 ). 
问题 2， 试 确定 两 个 不 平行 平板 之 癌 的 收缩 混 道 边界 层 内 的 流动 ( 波 尔 
也 我们 将 不 讨论 可 压缩 流体 的 边界 层 理 论 , 当然 ， 它 要 比 不 可 压缩 流体 的 情况 
复杂 得 多 ， 这 一 理论 的 说 明 可 以 在 下 面 著 作 中 找到 : H.E. Kounn, M.A. Kuafens,H. 
B. Pose, Teopemurecnana 1u0pomeranura, .2, Txa. II $§ 35,36, Mocrpa 1948; 
H. Schlichting, Boundary Layer Theory, Pergamon Press, London 1955; 1. 
Howarth ed. Moadern Developments in Fiuid Dynamics: High Speed Flow, 
Vol. 1, Oxford 1953( 稚 华 斯 主编 , 流体 动力 学 的 新 发 展 : 高 速 流 , 上 册 , 徐 华 盘 译 ， 
科学 出 版 社 , 1958)。 
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豪 森 , 1921) 

解 : 现 若 虑 沿 其 中 一 个 平面 的 边界 层 ， 并 从 0 点 开始 计量 坐标 > (参看 
3 23, 图 8). 在 理想 流体 情况 下 ， 我 们 应 当 有 速 庆 了 =Q/axzp; 按照 伯 努 利 方 
程 , 相应 的 压力 梯度 为 


二 人 = 一 和 ( 子 0 )= Ee 
pdaz dr\2 C3230D2 


容易 看 出 , 2， 和 vy 少 筑 吉 过 圭 下 面 和 的 形式 求 取 : 
= (par)f(y/z), vy=(Q/ Par)f (yz). 
由 连续 方程 ， We f= (9y/X) 了 ,于 是 , (39.5) 的 第 一 个 方程 就 给 出 
Pra\ -1 fa 
(Ss) 1 一 产 ， 
其 中 , 撒 号 表示 了 对 其 自 变 量 5=8/z 微分 边界 条 件 是 
f(0) =0, f(00)=1 
(因为 我 们 必须 有 (vw)y=o 一 0, (94)y-。 二 /Pax)， 方程 有 一 个 初 积分 是 
(vap/20)f" 一 f 一 -十 常 数 
既然 当 yj->co 时 ,了 趋 于 1, 我们 就 看 出 了 趋 于 确定 的 极限 ， 并 且 它 只 可 能 
是 零 ， 于 是 可 以 定 出 常数 , 然后 得 到 
Cao129) 六 一 一 二 (一 DC 二 2)， 


由 于 右边 当 0 科 1 时 总 是 负 值 , 我 们 必须 有 8 二 0. 也 就 是 说 , 所 讨论 的 这 个 
类 型 的 边界 后 只 有 在 收缩 渠道 和 的 流动 中 (并 且 只 有 在 大 雷诺 数 R=18| /vp 
的 情况 下 ) 才 能 形成 ， 而 不 会 在 扩散 渠道 的 流动 中 形成 ， 这 和 § 23 的 结果 是 
一 致 的 、 再 积分 一 次 , 最 后 得 

f=3thiiIn(V 2 +vV 3)-téV R/2a ] 一 2， 


$ 40， 分 离线 附近 的 流动 


在 描述 分 离线 时 ($34), 我 们 已 经 说 明 , 分 离线 在 物体 表面 上 
的 实际 位 置 是 由 边界 层 内 的 流动 性 质 确 定 的 . 下面 我 们 将 看 到 ， 
从 数学 的 观点 看 , 分 离线 是 这 样 一 种 线 ， 其 上 各 点 是 边界 层 内 ( 营 
明 特 ) 运动 方程 解 的 奇异 点 ， 问 题 是 要 确定 这 些 解 在 奇异 线 附近 
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我 们 已 经 知道 ， 从 分 离线 开始 伸 出 一 个 曲面 ， 延 促 到 流体 内 
部 , 并 划分 出 满 流 区 域 . 在 整个 湛 流 区 域内 , 流动 是 有 旋 的 .而 当 
不 发 生 分 离 时 ， 流 动 只 是 在 粘性 起 重要 作用 的 边界 层 内 有 旋 ， 主 
六 中 涡 量 为 零 . 因此 , 我 们 可 以 说 , 分 离 使 得 涡 量 从 边界 层 一 直 “ 穿 
透 " 到 流体 内 部 ， 然 而 , 按照 环 量 守 人 恒定 理 , 具有 在 表面 附近 (边界 
层 内 ) 的 运动 流体 和 主流 流体 直接 混合 时 , 才 会 发 生 这 种 “ 穿 透 ”. 
换 句 话说 , 边界 层 内 的 流动 必须 从 物体 的 表面 上 分 离 , 这 时 流 线 离 
开 表 面 层 并 且 进 入 流体 内 部 ， 所 以 , 这 种 现象 称 做 分 离 , 或 者 边界 
层 分 离 . 

我 们 已 经 知道 , 边界 层 方程 导致 一 个 结果 , 即 边 界 层 内 切 向 速 
度 分 量 六 远 远 大 于 垂直 物 面 的 速度 分 量 w。2z 与 2 之 间 的 这 一 
关系 是 从 涉及 到 边界 层 流 动 性 质 的 基本 假设 中 引出 来 的 ， 因 而 ， 
只 要 普 明 特 方程 存在 有 物理 意义 的 解 ， 这 一 关系 就 必须 成 立 ， 从 
数学 上 讲 ， 这 一 关系 对 所 有 不 处 于 紧 挨 奇异 点 的 邻 域 中 的 点 都 成 
芯 . 但 征 , 如 果 vv;, 就 表明 流体 是 沿 着 物体 表面 运动 ， 其 离开 
表面 的 运动 是 微不足道 的 ， 从 而 不 可 能 出 现 分 离 。 所 以 我 们 得 出 
结论 :分 离 只 能 发 生 在 普 朗 特 方程 的 奇 点 所 组 成 的 线 上 . 

同样 , 可 以 直接 推断 出 这 些 奇 异 点 的 性 质 ， 因 为 , 当 趋 近 分 离 
线 时 , 流动 就 仿 离 边界 层 而 流入 流体 内 部 . 换 句 话说 , 与 切 向 速度 
分 量 相 比 , 法 问 速度 分 量 此 时 已 不 再 是 个 小 量 , 而 至 少 成 为 同一 量 
级 .我 们 已 知 ( 见 (39.8) 式 ), 比值 v,/v; 是 1/MVBR 的 量 级 , 因此 , 当 
某 处 v, 增 大 到 v,~v;: 时 ， 就 意味 着 v， 增 大 到 VR 人 入. 所以， 对 
于 雷诺 数 足 够 大 的 情况 (当然 , 这 正 是 我 们 所 研究 扒 情 况 ), 可 以 设 
想 ”增加 了 无 限 大 倍 . 如 果 我 们 使 用 无 量 纲 形式 的 普 朗 特 方 程 ， 


QD 这 里 , 朗 道 处 理 此 问题 的 方法 , 和 通常 的 方法 稍 有 不 同 . 
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刚才 所 说 的 情况 在 形式 上 就 等 价 于 , 在 分 离线 上 的 无 量 纲 速度 oz 
成 为 无 限 大 值 . 

为 了 稍微 简化 以 下 的 讨论 ， 我 们 将 考虑 无 限 长 物体 横 问 绕 流 
的 二 维 问题 。 如 通常 那样 , z 是 沿 表 面 上 流动 方向 的 坐标 , 而 3 则 
臣 从 物体 表面 量 起 的 距离 ， 现 在 , 我 们 是 要 讨论 分 高 点 , 而 不 是 分 
离线 , 也 就 是 分 离线 和 wy 平面 的 交点 ; 在 所 取 的 坐标 中 ， 它 就 是 
态 7 二 常数 三 x0, 8 二 0, 这 里 设 z 二? 为 分 离 点 以 前 的 区 域 . 

按照 上 面 的 结果 , 对 所 有 的 y 2, 我 们 有 

vy (Xo0, Y) = o0. (40.1) 
但 是 , 在 边界 层 流 动 的 研究 中 ， 通 常 总 把 普 朗 特 方程 中 的 2 看 成 
一 个 无 关 肥 要 的 量 (由 于 它 很 小 )、 因 此 ， 这 里 有 必要 考察 一 下 匡 
数 v, 在 分 离线 附近 的 性 质 ， 

根据 方程 (40.1)， 显 然 当 2 = 二 wo 时 , 导数 9vy/9y 也 变 成 无 限 

大 ， 由 连续 方程 
QV , AD, 
t= 
束 有 (9v; /97z);-:。 为 无限 大 ， 或 93x/9v; 二 0， 这 里 是 将 z 看 作 
v: 和 y 的 国 数 ， 我 们 把 vz.(z，9) 在 x =x。 处 的 函数 值 记 作 
vo(y), 即 





vo(Y) 一 2z (70, 9). 
在 分 离 点 附近 , 差 值 v; 一 vo 和 zo 一 x 是 小 量 , 因此 可 以 把 zo 一 z 展 
成 v; 一 26 的 项 级 数 ( 对 给 定 的 y9)， 因 为 (9x/9v7), -6 二 0， 这 个 
展开 式 的 0 寿 取 到 二 阶 项 , 就 有 
—7z=j(9) (vv —20)’, 


vr = +a(y) Vr 一 0， (40.2) 


忆 y=0 除 外 ,根据 物体 表面 上 的 边界 条 件 , 那里 总 是 v,=0。 
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寺中, 11/f 是 第 变量 六 有 的 表 数 ， 现在 写 出 


9y 5 2VY, 一 和 
并 求 积分 , 我 们 得 到 ww 为 
vy=PB(9) /NV tor, (40.3) 
式 中 
6(])= 二 yay 
是 的 男 一 个 卫 数 
然后 , 我 . (39.5) 的 第 一 个 方程 


So ”222 1 ap 
上 A 40.4 
x y 本 了 33 dr ( ) 


从 (40.2) 看 出 ， 2? ee 在 z=z。 点 不 会 变 为 无 限 大 . dp/dz 
同样 如 此 , 它 由 边界 层 外 部 的 流动 确定 .但 是 ,方程 (40.4) 的 左边 
两 项 都 变 成 无 限 大 ， 所 以 在 一 阶 近似 中 ， 对 于 分 离 点 附近 的 区 域 ， 
我 们 可 以 写 出 








9vz ; QVz en 
2z 7 十 2 ay 
将 9v; /3z= 一 9v,/9y 代入 ， Ce 
OVy 
oo -23 二 (全 )- 





因为 一 般 地 说 ， 于 堆 ， 于 生 筷 有 


9 /v, a 
9y )=0, 


即 比值 wj 和 无关， 由 (40.2 和 (40.3), 我 们 在 高 阶 项 中 得 到 





Vz VO(II NYXo— 


如 果 它 仅仅 是 7 的 图 数 , 我 们 必须 有 
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BO = Avo(y), 


其 中 4 是 一 个 常数 ， 因 此 


_ Av,(y) 
2 





(40.5) 


y 


最 后 , 注意 (40.2) 和 (40.3) 中 的 & 和 有 服从 关系 式 &% 二 2B ， 我 们 
得 到 
Advo 
0 
从 而 有 


Vs =— Vo(Y) +4(Pe Va (40.6) 


在 分 离 点 附近 ， 公 式 (40.5) 和 (40.6) 确 定 了 vz 和 vs 对 于 Zz 的 
欧 数 式 ， 我 们 看 出 , 在 该 区 域内 每 一 涌 数 可 以 展 成 Vxo 一 x 的 过 
级 数 ， Dy 的 展开 式 从 一 1 次 短 开 始 ， Pir 一 2 时 ， Uy 按照 


( zo 一 xz ) 的 规律 变 为 无 限 大 ， 对 于 zzo， 也 就 是 分 离 点 之 后 ， 
展开 式 (40.5) 种 (40.6) 没 有 物理 意义 ， 团 为 这 轩 根 式 变 成 了 虚数 ; 
这 表明 , 普 朗 特 方程 只 描述 分 离 点 以 前 的 流动 , 因而 把 该 方程 的 解 
延续 到 分 离 点 以 后 是 没有 意义 的 . 

根据 物体 表面 的 边界 条 件 , 当 2 = 0 时 , 必须 恒 有 

oz 二 0 二 0. 
于 是 , 从 (40.5) 和 (40.6) 可 推断 出 
vw.(0)=0, (dv /dy)y:,=0. (40.7) 

由 此 获得 一 个 重要 结果 (由 普 朗 特 得 出 ): 在 分 离 点 (+ 二 x。，g 一 0) 
上 , 不 仅 是 速度 wz 为 零 , 而 且 它 对 9 的 一 阶 导数 也 为 零 . 

必须 强调 指出 , 只 有 当 z 取 上 述 值 , 而 wm 变 成 无 限 大 时 , 才 表 
示 9v4 /3 =0 是 在 分 离线 上 成 立 的 方程 如果 (40.5) 中 的 4 恰好 
是 零 , 则 ww (zo,9) 半 00, 此 时 导数 92s /98 为 零 的 点 X= 二 x0,9 二 0 就 没 
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有 什么 特殊 性 , 它 并 不 是 分 离 点 .但 是 , 4 等 于 零 毕 竟 只 是 偶然 的 ， 
因此 , 这 种 情况 是 不 大 可 能 出 现 的 ， 实际 上 ， 物 体 表 面 9vz /cy =0 
的 点 总 是 一 个 分 离 点 ， 

如 果 在 z=2o 点 上 没有 分 离 〈 即 如 果 4=0) 的 话 ， 则 当 x 守 zx。 
时 , 束 会 有 (oz /99)y=。 一 0, 也 就 是 , 当 已 经 离开 表面 但 y 值 仍然 很 
小 时 ,wx 会 变 成 (绝对 值 增 大 的 ) 负 值 ， 这 就 是 说 , z==zo 点 以 后 ， 
边界 层 下 部 的 流体 沿 着 与 主流 相反 的 方向 运动 ;或 者 说 , 出 现 了 流 
体 的 “逆流 ”".， 必须 强调 指出 ， 按 照 这 种 推理 ， 我 们 还 不 能 肯定 在 
3v./3y =0 的 地 方 必然 存在 分 离 点 ; 有 “逆流 ” 的 整个 流动 图 象 有 
可 能 完全 处 于 边界 层 内 (如 4=0 时 的 情形 ) 而 不 进入 主流 ; 而 分 离 

的 特征 则 在 于 这 种 逆流 进入 了 主流 . 

前 一 节 中 已 经 证 明 ， 当 雷诺 数 变 化 时 ， 边 界 层 内 的 流动 图 象 
保持 相似 ， 而 且 特 别 是 2 方向 的 尺度 保持 不 变 ， 由 此 可 见 ， 导 数 
(ovz/58g)y=o=0 处 的 zx 坐标 值 zx 对 所 有 的 如 为 同一 数值 ， 因 此 ， 
我 们 得 出 重要 结论 ， 物 体 表面 上 分 离 点 的 位 置 和 雷诺 数 无 关 ( 当 
然 ， 边 务 层 仍 要 保持 层 流 状态 , 见 $45). 

让 我 们 也 来 考察 一 下 分 离 点 附近 压力 分 布 2B(z) 的 性 质 ， 当 
y 二 0 时 ,方程 (40.4) 的 左边 随 着 wz 与 ww 一 起 变 为 零 , 于 是 剩 下 

"(Se) -= (七 1 各 (40. 8) 

由 此 表明 ，&p/dxz 的 符号 和 (3°vj /ey?)y:。 的 符号 相同 ， 当 

(9vz /95%)y=o 盖 0 时 , 我 们 无 法 断定 二 阶 导数 的 符号 ,但 是 ,因为 v， 

是 正 的 ,并 且 随 着 离 壁面 的 距离 增加 而 增 大 (在 分 离 点 之 前 )， 在 

9vz /99 三 0 的 那 一 点 2 一 2 上 , 必定 有 (92o0z/13g2 )，-o 盖 0 因此, 我 
们 断定 

(2 (09) 

即 在 分 离 点 附近 ， 流 体 从 低压 向 高 压 运动 。 夺 力 梯 度 和 边界 层 外 
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速度 VU(z) 的 梯度 有 如 下 关系 : 
i 

因为 x 轴 的 正方 向 和 主流 方向 相同 ,>0, 所 以 有 

三 <0, (4.10) 

也 就 是 说 , 在 分 离 点 附近 , 速度 可 沿 流动 方向 是 减 小 的 . 

由 上 面 的 结果 可 以 推 知 ， 在 物体 表面 某 个 地 方 一 定 会 发 生 分 
离 。 因 为 在 物体 的 前 端 和 后 端 ， 都 存在 一 个 理想 流体 势 流速 度 为 
零 的 点 ( 驻 点 ), 于 是 , 从 某 个 z 值 起 , 速度 VCz) 必 定 开始 减 小 ， 并 
且 最 终 变 为 零 ， 但 是 很 清楚 , 沿 物体 表面 运动 的 流体 , 越 是 接近 表 
面 ( 即 y 越 小 ), 受到 的 阻 灌 越 强 ， 因 此 ， 在 边界 层 外 缘 速 度 U(x) 
变 为 零 之 前 , 紧 贴 表面 处 的 流体 速度 一 定 先 变 为 零 ， 从 数学 上 讲 ， 
这 显然 表示 , 当 z 小 于 出 现 X(z) =0 的 那 一 点 z 值 时 , 总 会 在 某 一 
点 上 导数 3oo/3y 变 为 零 ( 因 而 一 定 会 有 分 离 ). 

在 绕 任意 形状 物体 的 流动 中 ， 可 以 用 完全 类 似 的 方法 进行 计 
算 ， 并 且 可 导出 ， 物 体 表 面 两 个 切 向 速度 分 量 w 和 vw 的 导数 
3o。 /9y, 3o:/3y 在 分 离线 上 都 为 零 (和 以 前 一 样 ，y 轴 沿 所 考虑 的 
那 部 分 表面 的 法 向 ). 

我 们 可 以 作 一 个 简单 的 推理 ， 说 明 在 下 述 情况 下 必定 需要 有 
分 离 , 即 假如 在 绕 流 物 体 上 不 发 生 分 离 的 话 , 压力 便 会 沿 着 流动 方 
向 迅速 增加 〈 因 而 速度 忌 迅 速 减 小 )， 设 通过 一 小 段 距离 Az= 
Xs 一 Zz,, 使 压力 p 迅速 地 由 7, 增加 到 22(22 六 2 则 通过 同一 段 距 
离 Az, 边界 层 外 速度 UU 从 初始 值 V, 下 降 到 一 个 相当 小 的 值 V2, 该 
值 由 伯 努 利 方程 

) 训 (VI-0)= 2 和 
人 确定。 因为 了 与 y 无 关 ， 在 离 表 面 的 所 有 距离 上， 压力 的 增加 
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7s 一 了 ， 足 相 同 的 ， 如 果 扑 力 梯度 dBJ/ez 一 (pa 一 DJ)/Az 充 分 大 , 包 
含 煌 性 系数 的 项 ?2 vw/98y 可 以 从 方程 (40.4) 中略 去 不 这 《当然 ， 
还 要 设 g 不 是 很 小 ). 于是, 我们 可 以 胆 伯 努 利 方程 俩 计 边 界 层 内 
速度 的 变化 ， 写 出 

pa—D, 


1 
i D ? 





或 者 由 前 面 得 到 的 方程 , 有 
v3=v?— (VI—U?). 

边界 层 内 的 速度 wv 小 于 主流 速度 , 于 是 , 我 们 可 以 选 一 个 y 值 , 使 
v0? 二 UV? -U3， 这 样 , 速度 v。 就 是 一 个 虚数 , 表明 普 朗 特 方 程 不 存 
在 有 物理 意义 的 解 . 事实 上 , 在 Az 距离 内 必须 有 分 离 , 正 是 分 离 
的 结果 使 过 分 大 的 压力 梯度 减 小 了 . 四 

作为 发 生 分 离 的 一 个 有 趣 情 形 ， 我 们 研究 由 两 个 相交 国体 表 
面 形 成 的 拐角 附近 的 绕 流 ， 当 有 势 层 流 绕 描 角 流 动 时 (图 3)， 描 
角 顶 边 处 的 流体 速度 会 变 成 无 限 大 ( 见 810, 问题 6), 与 此 同时 ， 流 
向 顶 边 的 流速 增 大 ， 而 离开 顶 边 的 流速 则 减 小 ， 实 际 上 ， 一 过 了 
顶 边 , 速度 迅速 下 隆 ( 对 应 于 压力 的 增 大 ), 这 必 将 引起 分 离 ， 分离 
线 就 是 损 角 的 顶 边 , 其 结果 产生 了 $35 中 所 研究 的 流动 图 象 . 

在 拐角 内 的 层 流 中 (图 4)， 流 体 在 顶 边 的 速度 为 零 ， 在 这 种 
情况 下 , 流向 项 边 的 流速 碱 小 (压力 增 大 )， 一 般 说 来 , 其 结果 也 要 
引起 分 离 , 分 离线 位 于 顺 边 的 上 游 . 


问 题 
设 Az 是 在 Az 距离 上 能 产生 分 离 的 上 压力 增 量 , 试 确定 其 最 小 的 可 能 值 . 
解 ， 设 y 是 从 物体 表面 量 起 的 某 -距离 , 在 该 处 ， 第 --, 可 以 应 用 伯 努 
利 方程 ， 第 二 ， 边 界 层 内 速度 的 下 方 2:(y) 小 于 边界 层 外 速度 平方 的 变化 
IATU? | 关于 UV (9), 我 们 可 以 写 出 它 的 数量 级 :2 二 yadv/dy~Uy/l6, 共 中 0 一 
VvUU 是 过 界 层 厚 度 , L 是 物体 的 线 度 ， 使 方程 (40, 4) 右 边 两 项 量 级 相等 ， 
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即 得 


1 AP ry) ?Oe 
pAR 63 
由 条 件 
v= |AU?| a 
fe 
Uy A 
人 0 


消去 y, 我 们 最 后 得 到 
Ap~ pU? (Ar/1) 3, 


§ 41， 层 流 边 介 层 内 流动 的 稳定 性 

边 寞 层 内 的 层 流 , 与 任何 其 它 层 流 情况 一 样 , 在 足够 大 的 雷诺 
数 下 变 得 多 少 有 些 不 稳定 。 边 寞 层 中 失 稳 的 方式 与 管道 内 流动 失 
稳 的 情形 类 似 (829). 

边界 层 内 流动 的 雷诺 数 沿 着 物体 表面 改变 。 例 如 ， 在 沿 平板 
的 流动 中 , 我 们 可 以 定义 雷诺 数 为 Rs 一 Uz/», 其 中 zz 是 离 平 板 前 
缘 的 距离 , U 是 边界 层 外 的 流体 速度 . 但是， 对 于 边界 层 的 情况 ， 
雷诺 数 更 合适 的 定义 古 使 它 的 特征 长 度 参数 直接 用 边 究 层 厚 度 ; 
例如 ， 可 用 “位 移 厚度 ”6 *( 见 $39 的 第 二 个 脚注 )。 因 此 我 们 有 
ix 二 70/ 由 于 边界 层 厚 度 和 距离 x 的 依赖 关系 由 公式 (39.12) 
表示 , 显而易见 有 Rsx~MV Rs .中 

因为 边界 层 厚 度 随 距 离 的 变化 是 比较 慢 的 ， 在 研究 一 小 段 边 
界 层 流动 的 稳定 性 时 , 可 以 略 去 这 种 变化 . 于是, 我 们 可 以 考虑 一 
种 平面 直线 流动 , 其 速度 剖面 沿 x 轴 不 改变 名 。 这 样 ， 从 数学 的 观 
点 看 ， 问 题 完 全 类 似 于 $29 中 讨论 过 的 两 平板 之 间 流 动 的 稳定 性 

Q@ ”例如 , 在 平板 上 的 层 流 边 界 层 中 , Rar 一 1.72V 及. 

加 ”当然 , 我 们 这 样 做 , 是 忽略 了 表面 曲率 可 能 对 边界 层 流动 稳定 性 有 影响 这 一 
问题 . 
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问题 , 而 益 别 仅仅 在 于 速度 剖面 的 形式 : 这 里 与 两 个 边界 面 上 2 一 0 
的 对 称 剖面 不 一 样 , 是 一 个 非 对 称 的 裔 面 , 其 中 速度 从 物体 表面 上 
的 老 值 ， 变 化 到 某 个 给 定 值 Z， 即 边界 层 外 的 流动 速度 ， 经 过 研 
究 , 得 出 了 下 面 的 结果 (林家 起 ，1945; 见 林家 医 ,Tpe Theory of 
Hydrodynamic Stability,Cambridge 1955)., 

在 @, 厂 平 面 上 ， 稳 定性 极限 曲线 的 形状 ( 见 $29) 取 决 于 边 窒 
层 内 速度 剖面 的 形状 . 如 果 速 度 剖 面 没 有 拐点 , 而 且 速 度 v; 单 调 
递增 , 速度 曲线 v7 二 2 (9) 处 处 向 上 凸 起 (图 20c)， 那 么 稳定 区 域 


Vx 
Vx 





(b) 


图 20 

的 边界 形状 将 完全 类 似 于 在 管 流 中 得 到 的 稳定 性 曲线 ， 管 流 稳定 
性 的 特征 为 : 存在 一 个 极 小 值 R= Ry, 在 这 一 点 上 增强 的 扰动 第 一 
次 出 现 , 而 当 BR->co 时 , 曲线 的 两 条 分 枝 渐 近 于 横 轴 (图 214)， 对 
于 平板 边界 层 内 出 现 的 速度 剖面 , 计算 求 得 的 临界 雷诺 数 为 Rs*。， 
~ 4200, : : 

如 果 边 界 层 外 流体 速度 向 下 游 是 减 小 的 ， 则 图 204 表示 的 那 
种 速度 剖面 就 不 可 能 产生 .在 这 种 情况 下 ， 速 度 剖面 必须 有 一 - 拐 
点 ， 事 实 上 , 让 我 们 考虑 一 小 块 壁面 , 它 可 以 当 作 平面 ， 设 x 仍然 


Q@ 当 Ras~co 时 , 在 极限 曲线 的 两 条 分 枝 了 和 II 上 , o 分 别 以 了 7 二 和 下 计 的 广 
式 趋 于 零 ， 
es 195 。 








为 流动 方向 的 坐标 , y 是 离 壁 面 的 距离 , 从 (40.8) 起 得 到 


y=0 


» dy 一 





po dz 97z " 

由 此 可 见 , 如 果品 在 下 游 是 减 小 的 (3U/9x 二 0)， 在 表面 附近 必须 
有 9 7/3 久 >0, 也 就 是 说 ， 此 处 的 曲线 5; 二 2 《四 是 同上 四 的 ， 
而 当 9 增 大 时 , 速度 2。 必须 渐 近 地 趋 于 有 限 的 极限 值 0， 因此， 
从 几何 上 考虑 , 曲线 显然 必须 变 成 向 上 凸 的 , 从 而 一 定 有 一 个 拐点 
(图 205). 在 这 种 情况 下 ， 用 来 确定 稳定 性 区 域 的 蛆 线形 状 稍 有 
一 点 变化 : 当 R->co 时 , 两 条 分 枝 有 不 同 的 渐 近 线 , 一 条 趋 于 横 轴 ， 
另 一 条 趋 于 w 的 某 个 有 限 的 非 零 值 (图 210)， 拐 点 的 出 现 也 浅 游 
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记 减 小 了 临界 雷诺 数 的 值 . 

雷诺 数 沿 着 边界 层 不 断 增 大 这 一 事实 ， 使 得 被 带 问 下 游 的 扰 
动 有 它 本 身 的 特色 .我们 来 考虑 语 平 板 的 流动 ， 并 假设 在 边 乔 层 
内 茶点 产生 了 某 个 给 定 频 率 o 的 扰动 ， 它 阿 下 游 的 传播 相当 于 在 
图 21a 中 沿 一 条 水 平 线 @ 二 当 数 向 右 移动 、 开 始 时 ， 扰 动 是 阻尼 
的 ; 当 到 这 稳定 性 曲线 的 分 枝 工 后 , 它 就 开始 增强 .这 种 情形 一 直 
延续 到 扰动 抵达 分 枝 开 为 止 , 此 后 扰动 再 次 受到 阻 几 .扰动 在 通 
过 不 稳定 区 域 期 间 的 总 “放大 系数 ”>， 随 着 该 区 域 移 向 大 玉 数 (也 
融 是 ， 当 分 枝 I 和 开 之 间 相 应 的 水 平 线段 向 下 移动 时 ) 而 迅速 增 
大 ， 

但 是 ， 这 些 结 果 并 没有 回答 这 样 的 问题 : 对 于 足够 大 的 五 边 
务 层 内 是 否 产生 真正 的 绝对 不 稳定 性 ， 即 由 于 在 给 定点 上 的 扰动 
随时 间 而 增强 所 引起 的 不 稳定 〈 见 $ 29)? 与 管 流 相 同 , 迄今 尚未 

关于 沿 平板 流动 的 实验 结果 表明 ， 边 界 层 内 的 满 流 发 生 点 @ 
在 相当 程度 上 依赖 于 主 菠 中 扰动 的 强度 . 对 于 显著 的 扰动 , 在 Rx 
~560 时 就 观察 到 边界 层 变 为 淇 流 ， 随 着 扰动 强度 的 减 小 , 满 流 的 
起 始点 就 推 芯 到 较 高 的 R,* 值 , 它 似乎 趋 于 一 个 大 约 为 3000 的 有 
限 极 限 ， 

很 可 能 ， 在 在 极限 这 一 事实 , 表明 了 在 足够 高 的 五 值 下 存在 
着 真正 的 绝对 不 稳定 性 . 男 一 方面 ， 也 许 是 因为 “放大 系数 ” 随 着 
R 增加 而 极其 迅速 地 增 大 ， 以 前 描述 过 的 “携带 ”型 不 稳定 性 可 以 
导致 真正 的 不 稳定 性 . 


Q@ 因为 雷诺 数 沿 着 平板 变化 , 整个 边界 层 不 能 同时 变 为 渗流 , 而 仅仅 是 Ra* 超 
过 一 定 值 的 那 一 部 分 变 成 满 流 . 对 于 给 定 的 来 流速 度 ， 这 意味 着 油 流 开始 于 离 前 乡 
的 一 定 距离 上 ; 当 速度 增 大 时 , 这 -距离 趋 于 零 ， 
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$ 42。 对 数 型 速度 剖面 
我 们 考虑 沿 无 界 平板 的 平面 平行 汗 流 ; 当然 , “平面 平行 ”一 词 
是 对 (时 间 ) 平均 流动 而 言 的 C0， 我 们 取 流 动 方向 为 x 轴 ， 板 平面 
为 zz 平面 ， 这 样 , y 就 是 离 平板 表面 的 距离 .平均 速度 的 分 量 
和 z 分量 都 为 零 : 如 = 已 如 =4, 二 0， 不 存在 压力 梯度 , 因而 所 有 的 
量 只 依赖 于 9 . 
用 表示 作用 在 单位 面积 表面 上 的 摩擦 力 ; 这 个 力 显 然 沿 xz 方 
向 ， 量 o 就 是 单位 时 间 内 由 流体 传递 给 表面 的 动量 ; 它 是 动量 z 分 
量 的 一 个 不 变通 量 ， 指 向 y 的 负 方 向 ， 代 表 离 表面 较 远 的 流体 层 
传递 给 较 近 的 流体 层 的 动量 数值 ， 
当然 ， 这 一 动量 通 量 的 存在 是 由 于 沿 y 方向 有 一 个 平均 速度 
2 的 梯度 ， 如 果 流 体 在 所 有 点 上 都 以 同样 的 速度 运动 ， 就 不 会 有 
动量 通 量 ， 也 可 以 提出 相反 的 问题 : 给 定 某 个 确定 的 o 值 ， 试 问 ， 
密度 为 p 的 流体 必须 有 什么 样 的 运动 方 能 产生 这 么 大 的 动量 通 量 
o? 对 于 大 雷诺 数 情况 , 粘性 系数 "通常 是 不 重要 的 ; 它 只 有 对 小 
距离 ! 才 变 得 重要 起 来 ( 见 下 文 ). 因此 , 每 一 点 的 速度 梯度 du/dy， 
必须 由 常 参 数 p, 0 , 当然 还 有 距离 y 本 身 来 确定 ， 这 些 量 的 量 纲 
分 别 是 克 / 厘 米 ?， 克 /厘米 . 秒 : 和 厘米 ， 导 数 du/dy 的 量 纲 是 
1/ 秒 ，2，a 和 2 具有 这 一 合适 量 岗 的 组 合 只 能 是 /cy/p 纪 。 因 
此 , 我 们 必定 有 
生地 2, (42.1) 
其 中 5 是 一 个 常数 ; 5 不 能 从 理论 上 算出 ， 而 必须 由 实验 确定 , 其 
结果 是 加 
(D §42 一 44 中 的 结果 是 由 卡门 和 普 朗 特 提出 的 . 
名 这 一 常数 值 以 及 下 面 公式 (42.8) 中 的 常数 值 , 是 由 测量 管道 淇 流 中 管 壁 附近 
的 速度 分 布 得 到 的 ， 
ea 798 





5 一 0.417， (42.2) 
我 们 引入 更 方便 的 符号 v= 二 ~Mo/p, 所 以 
Re) (42.3) 
量具 有 厘米 / 秒 的 量 纲 ， 并 且 在 所 考虑 的 满 流 中 起 着 特征 速度 
的 作用 ;于 是 (42.1) 变 成 
CU 2 
Gy by 
从 而 
u= (vx/b) (lny + ce), (42.4) 
其 中 ，c 是 一 个 积分 和 常数， 我们 不 能 应 用 原 米 表面 次) 边界 条 件 
去 确定 这 一 备 数 , 因为 当 y==0 时 , (42.4) 的 第 一 项 变 成 无 限 大 ， 其 
所 以 如 此 ， 原 因 是 上 面 的 表达 式 在 离开 表面 非常 小 的 距离 内 实际 
上 上 十 不 适用 的 , 因为 那 时 粘性 效应 将 变 得 很 重要 而 不 能 忽略 不 计 . 
也 不 在 在 无 穷 远 处 的 边界 条 件 , 因为 对 于 y= 0， 表达 式 (42.4) 再 
一 次 变 成 了 无 限 大 .而 这 是 由 于 在 我 们 所 用 的 理想 化 条 件 下 ， 表 
面 是 无 界 的 ,因此 它 的 影响 可 延 及 于 无 限 大 的 距离 . 
在 确定 常数 c 之前， 首先 可 以 指出 所 研究 的 流动 具有 下 述 重 
要 性 质 : 和 通常 页 到 的 情形 不 同 , 它 没有 可 能 给 出 作为 湛 流 外 尺度 
的 不 变 符 征 长 度 参 数 ， 因 此 ,要 由 距离 y 本 身 来 确定 这 一 尺度 , 即 
在 离开 表面 路 离 为 y 处 的 满 流 尺度 是 y 量 级 的 ， 湛 流 的 脉动 速度 
为 zx 量 级 ， 这 一 事实 也 可 从 量 纲 分 析 中 立即 得 出 , 因为 如 果 从 现 
有 的 变量 o, p, y 去 组 合 具 有 速度 量 纲 的 景 , 则 vx 是 可 能 构成 的 
唯一 的 量 。 必须 强调 指出 , 当 平 均 速度 随 着 ! 一 起 减 小 的 时 候 , 脉 
动 速度 在 离开 表面 的 所 有 距离 上 保持 同一 数量 级 。 这 一 结果 是 和 
脉动 速度 由 平均 速度 的 变化 Ax 来 确定 这 个 一 般 法 则 相 一 致 的 
(3 31)， 在 目前 的 情况 下 ， 不 存在 可 以 用 来 确定 平均 速度 变化 的 
特征 长 度 ; 现在 Ax 必须 合理 地 规定 为 距离 8 发生 显 著 变 化 时 x 的 
» 199 。 





改变 ， 按 照 (42.4) 式 ,这 种 由 于 9 变化 而 引起 的 速度 x 的 改变 , 正 
好 是 wx 量 级 . 

在 离 表面 足够 小 的 距离 处 ， 流 体 的 粘性 开始 变 得 重要 起 来 . 
我 们 用 y, 表示 这 些 距 离 的 量 级 ， 它 可 以 确定 如 下 。 在 这 些 距离 
上 , 汕 流 的 尺度 为 y。 量 级 . 速度 为 ws 量 级 ， 因 此 ， 表 征 加 量 级 距 
离 上 流动 的 雷诺 数 是 R~vxyo/?。 当 有 BR 变 成 与 1 同 量 级 时 ， 粘性 
开始 变 得 重要 , 于 是 我 们 求 得 

9 


re, (42.5) 


该 式 确定 了 @y. 
在 离 表面 的 距离 远 小 于 9 的 地 方 , 流动 由 普通 的 粘性 摩擦 确 
定 。 这 里 的 速度 分 布 可 以 直接 从 通常 的 粘性 摩 捧 力 公式 


(= 一 DZ 
p ly 


求 得 , 由 此 


OY._ vy (42.6) 
py 2» | 


这 样 ,条 贴 着 壁面 ， 存 在 一 个 平均 速度 随 y 线性 变化 的 流体 湾 层 ; 
在 整个 这 一 层 中 速度 很 小 ， 从 壁面 上 的 零 变 化 到 当 y~y。 时 为 vy 
量 级 的 值 ， 我 们 称 这 一 层 为 粘性 底层 . 
流 底层 ”的 习惯 名 称 是 不 恰当 的 。 它 与 层 流 的 相似 之 处 仅仅 在 于 ， 
它 的 平均 速度 分 布 遵 循 着 在 同样 条 件 下 层 流 真实 速度 分 布 的 同一 
规律 ， 当 然 ， 在 粘性 底层 和 流动 的 其 它 部 分 之 间 并 没有 明显 的 边 
界 , 所 以 , 粘性 底层 的 概念 在 一 定 程度 上 是 定性 的 . 

粘性 底层 中 脉动 速度 的 纵向 分 量 ”> 和 平均 速度 为 同一 数量 
级 , 而 且 特 别 是 和 yy 成 正比 (~vxy/Y。)。， 所 以 ， 由 连续 方程 得 出 ， 
9v'y/9y 二 一 9v'y/97 正比 于 y, 从 而 脉动 速度 的 横向 分 晤 v0, 按 六 
sa 20D 





的 方式 变化 (~2 妇 71800、 鞭 次 ,由 于 粘性 底层 内 运动 方程 是 线性 
的 ( 非 线性 项 远 小 二 粘性 项 ), 因此 , 应 流 脉 动 的 周期 在 整个 底层 情 
度 内 都 是 相同 的 ， 以 脉动 速度 乘 以 周期 ， 求 得 流体 质点 在 它们 的 
脉动 运动 中 所 通过 的 距离 , 其 纵向 距离 在 量 级 上 正比 于 9 ,而 其 横 
加 距 离 则 正比 于 (~ ?1/896). 

此 后 我 们 将 不 再 进一步 关注 粘性 底层 内 的 流动 。 只 是 在 决定 
方程 (42.4) 中 积分 常数 的 适当 选择 时 ， 应 当 考 虑 到 烙 性 底层 的 存 
在 ,选择 这 一 常数 应 使 % 量 级 距离 上 的 速度 成 为 vx 量 级 ， 为 了 
突现 这 一 点 , 必须 取 ec 一 一 ng 从 而 


一 ?xln 2 各 
& 一 下 
或 者 
a = wo ) (42.7) 
6b \y 


这 一 公式 (在 & 的 一 定 范围 内 ) 确定 了 满 流 沿 表面 流动 的 速度 分 
布 ， 这 种 分 布 称 为 对 数 型 速度 剖面 . 
公式 (42.7) 中 对 数 的 自 变量 应 当 包含 一 个 数值 系数 ， 但 是 在 
我 们 将 要 推导 的 公式 中 ， 我 们 仅 要 求 “ 对 数 的 "准确 度 ， 这 意味 着 
对 数 的 自 变 量 假 定 为 很 天 的 值 ， 因 此 我 们 路 去 的 不 仅 是 与 自 变量 
的 低 竺 次 项 成 正比 的 那些 项 ， 而 且 也 略 去 了 对 数 项 中 那些 比 主要 
项 妖 次 低 的 项 .在 (42.7) 式 的 对 数 的 自 变量 中 引进 一 个 小 系数 , 等 
价 于 加 上 形式 为 常数 Xvx 的 一 项 , 其 中 当 数 的 数量 级 为 1 ; 这 一 项 
不 含有 对 数 , 所 以 , 我们 可 赂 去 它 ， 但 是 , 必须 记 住 , 在 此 处 导 得 的 
公式 中 ,对 数 的 自 变量 并 没有 大 到 使 它 的 对 数 也 非常 大 的 程度 , 所 
以 ,此 公式 的 准确 度 不 是 很 高 的 . z 
在 这 些 公式 的 对 数 的 自 变量 中 , 可 以 引进 一 个 常 系数 , 使 它 变 
得 更 准确 ， 或 者 让 对 数 项 加 一 个 常数 也 是 一 回 事 ， 但 是 ， 这 些 常 
数 不 能 从 理论 上 计算 出 来 , 而 应 当 由 实验 结果 确定 。 例 如 , 一 个 更 
*。 207T 。 





准确 的 速度 分 布 公式 可 以 写成 下 列 形 式 ; 
u=vx[2.40In (yvx/») --5.84]. (42.8) 


要 确定 单位 质量 流体 的 能 量 耗 散 e 并 不 困难 ， 0 是 动量 通 量 
ll;y = pvivr —7(9v;/97s + ov /97;) 
中 li;, 分 量 的 平均 值 .， 在 粘性 底层 之 外 ,粘性 项 可 以 略 去 ， 所 以 
0 二 pv:Vy. 引进 脉动 速度 " ,我们 可 以 写 出 wz =& 二 2 速度 ww 
本 身 就 是 脉动 速度 vv ,因为 它 的 平均 值 为 零 。 结 果 得 到 
Cr 一 Porvy Vy 一 Por Vy + puv, 一 pv Vy 


其 次 , 9 方向 的 能 量 通 量 量 窗 度 是 ( 十 言 p22 )oy 这 里 也 略 去 了 煌 
性 项 ， 在 第 二 项 中 令 


2 一 (2 十 2 ) +vy” 022 9 


并 取 平 均 , 我 们 得 到 
po + 3 pO 十 0 0 0) 十 puv vy. 


这 里 只 需 保留 最 后 一 项 , 理由 是 脉动 速度 是 vx 量 级 . 因此 ,在 
对 数 准 确 度 内 , 它 和 % 相 比 是 一 小 量 , 压力 2 的 淇 流 脉动 值 是 pz: 
量 级 ( 见 (31.4) 式 ), 所 以 在 辐 等 准确 度 内 ， 可 以 略 去 能 量 通 量 中 与 
其 对 应 的 项 ， 这 样 , 对 于 平均 能 量 通 量 密度 , 我 们 有 

puviv, 一 WOr。 
当 趋 近 表 面 时 , 因为 有 能 量 耗 散 ， 这 一 通 量 值 减 小 , 当 向 表面 趋 近 
一 个 微 元 距离 4y 时 , 能 量 通 量 减 小 了 o (dz /dy)dy, 而 这 就 是 在 厚 
度 为 23 的 单位 面积 流体 层 中 ,能量 转变 为 热 的 数额 ， 于 是 我 们 断 
定单 位 质量 流体 的 能 量 耗 散 是 (cy/ po )dx/dy, 或 者 有 
3 
= 中 = 人 ey.. . (42.9) 
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$43， 贺 管 中 的 满 流 流动 

现在 我 们 将 上 面 的 结果 应 用 于 贺 管 中 的 油 流 流动 ， 在 邻近 管 
壁 处 ( 远 小 于 半径 a 的 距离 上 ), 表面 可 以 近似 地 看 作 平 面 , 于 是 速 
度 分 布 必须 由 公式 (42.7) 或 (42.8) 给 出 ， 因 为 函数 Iny 只 是 缓慢 
地 变化 , 如 果 在 公式 (42,7) 中 以 “代替 9%， 就 可 以 在 对 数 准确 度 的 
泥 围 内 , 给 出 管内 流动 的 平均 速度 UU; 


b » 


我 们 用 品 表 示 单 位 时 间 内 通过 某 一 党 截面 的 流体 体积 除 以 管道 的 
截面 积 , 即 


Wi 
pxa”®. 


为 了 建立 速度 U 和 用 以 维持 流动 的 压力 梯度 Ap/i 之 间 的 关 
系 (Az 为 管子 两 端的 压力 差 ，! 是 管 长 )， 我 们 注意 作用 在 管 流 横 
截面 上 的 力 是 Ya" Az， 正 是 这 个 力克 服 壁 面 上 的 摩擦 力 。 既然 壁 
面 上 单位 面积 的 摩 所 力 是 wg= pox， 总 摩擦 力 就 是 2ral1po28， 使 
这 两 个 力 相 等 , 我 们 有 





2 
人- pt (43. 2) 


通过 参数 2;， Wi 1 和 (43. 2) 确 定 了 管 流速 度 和 压力 梯度 之 
间 的 关系 .这 一 关系 称 为 管道 的 阻力 定律 .将 vx 按 (43.2) 式 用 
Az/ 表示 ， 0 1D) 式 , 就 得 到 下 面 形 式 的 阻力 定律 : 


_ /aM?p aAp 

ri (HM) 9 
习惯 上 常 在 这 个 公式 中 引进 一 个 所 谓 管道 的 阻力 系数 ， 它 定义 为 
无 量 纲 量 
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24AP/L 


0 


(43. 4) 


4 对 无 量 纲 备 诺 数 R=24U/» 的 依赖 关系 ， 由 以 下 方程 用 隐 函 数 
的 形式 给 出 : 
-=085In (- 方 )- 

这 里 , 我 们 代入 了 (42. 2) 式 中 的 5 值 , 并 在 对 数 项 以 外 加 上 了 一 个 
由 经 验 确定 的 常数 了 ， 由 这 一 公式 确定 的 阻力 系数 是 雷诺 数 的 组 
慢 递 碱 函 数 .为 了 比较 ， 我 们 给 出 圆 管内 层 流 的 阻力 定律 ， 在 公 
式 (17. 10) 中 引入 阻力 系数 , 得 到 
64 
R 
在 层 流 中 ， 随 着 雷诺 数 的 增 大 ， 共 阻力 系数 比 在 灌流 中 减 小 得 更 
快 . : 

图 22 画 出 了 多 对 于 且 的 函数 关系 的 对 数 曲线 图 ， 陡 的 直线 
对 应 于 层 流 [公式 (43.6)]， 较 平缓 的 曲线 ( 它 也 几乎 是 一 条 直线 ) 
对 应 于 汕 流 . 当 雷 诺 数 增 大 时 ， 由 第 一 条 线 向 第 二 条 线 的 过 滤 发 
生 在 流动 变 为 湛 流 的 点 上 ; 这 种 过 渡 可 以 在 不 同 的 雷诺 数 之 下 发 
生 , 取决 于 实际 条 件 (扰动 的 强度 , 见 $ 29)， 在 过 滤 点 上 ， 上 阻力 系 
数 突然 地 增 大 . 

到 目前 为 止 ， 我 们 都 假设 壁面 是 相当 光滑 的 ， 如 果 壁 面 是 粗 
糙 的 ， 上 面 得 到 的 公式 可 以 相应 作 一 些 改 变 ， 作 为 壁面 粗糙 性 的 
一 种 量度 , 我 们 可 以 取 凸 起 物 线 度 的 量 级 , 记 作 4， 重 要 的 是 所 和 和 


0.55， (43. 5) 


4 一 (43. 6) 


”@。 这 一 公式 中 所 选取 的 对 数 系数 ， 对 应 于 对 数 速 度 章 面 公式 (42. 8) 中 的 系 系数 ; 
只 是 在 这 种 情况 下, 公式 (43.5) 才 有 理论 意义 ， 它 可 作为 在 足够 大 雷诺 数 时 洋流 的 极 
限 公 式 。 如果 出 现在 公式 (43, 5) 中 的 两 个 常数 值 是 任意 选取 的 , 它 只 能 是 一 个 关于 4 
对 五 依 赖 关系 的 纯 经 验 公式 ， 但 是 , 在 那 种 情况 下 ， 就 没有 理由 认为 它 比 其 它 适 当 表 
达 了 实验 结果 的 较为 简单 的 经 验 公 式 会 更 好 一 些 . 
。204。 
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底层 厚度 yo 的 相对 大 小 . 和 如果 yo 了 远大 于 4d， 则 粗糙 性 无 关 紧 要 ; 
这 就 是 所 谓 “ 曲 面相 当 光 滑 ? 的 含义 ， 如果 yo 和 d 是 同一 数量 级 ， 
则 不 可 能 得 到 一 般 的 公式 . 

在 极端 粗糙 的 相反 极限 情况 下 (d 六 如)， 又 可 以 建立 起 一 般 关 
系 式 ， 这 时 显然 谈 不 上 什么 粘性 底层 ， 端 流 流 动 在 表面 凸 起 物 周 
围 发 生 , 而 这 种 流动 由 量 p, ac, 4 表征 ; 通常 , 粘性 系数 2 不 可 能 直 
接 出 现 ， 淇 流 流动 的 速度 是 wx 量 级 , 它 是 仅 有 的 一 个 具有 速度 量 
岗 的 量 ， 可 以 看 出 ， 在 沿 粗糙 面 的 流动 中 , 速度 在 距离 y~4d 处 变 
为 小 量 (~24), 而 不 像 沿 光 滑 面 流动 时 是 在 y~y 处 ， 显 而 易 见 ， 
将 a 代 换 (42.7) 中 的 2/vx, 便 得 速度 分 布 的 公式 为 


_D Y ; 

xz 一 公 nn( 专 ) (43.7) 

关于 管道 流动 的 相应 公式 必须 作 类 似 的 变化 ， 这 只 要 用 4 代 换 式 
子 里 的 vz/v# 就 行 了 。 代 赫 (43. 3), 我 们 得 到 阻力 定律 公式 为 


aAyp 
Vn n( 闻 ) (43. 8) 
现在 , 对 数 的 自 变 量 是 一 个 常数 , 而 不 象 (43. 3) 式 那样 含有 压力 梯 


度 . 我 们 看 出 ， 平 均 速度 现在 只 是 和 管内 压力 梯度 的 平方 根 成 正 
(1) 此 图 似 有 问题 ， 左边 的 直线 应 向 右 平 移 一 格 , 用 (43.6) 式 验算 即 可 看 出 .一 一 


中 译 者 广 ， 
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比如 果 引 入 阻力 系数 ，(43.8) 变 成 
,8b? 14 
“Inia/d) In:(a/d)’ 


也 就 是 说 , 4 是 一 个 笛 数 , 而 不 依赖 于 雷诺 数 ， 


(43.9) 


4 44， 淇 流 边 寞 层 

我 们 曾经 得 到 了 对 数 速度 分 布 ， 那 个 表达 式 在 形式 上 对 于 平 
面 平 行 满 访 在 整个 空间 都 成 立 ， 这 是 由 于 我 们 所 研究 的 流动 力 是 
沿 着 无 限 大 面积 的 表面 ， 在 治 有 限 物 体 表面 的 流动 中 ， 只 有 在 离 
表面 一 个 得 惩 离 内 ( 印 边 界 层 内 ) 的 运动 上 共有 对 数 型 前 面 . 我 们 
也 顺便 指出 , 无 论 主 疲 中 的 流体 是 作 庙 流 运 动 还 是 层 流 运动 , 都 可 

在 活 竣 和 层 流 边 齐 层 中 ， 平 均 速 度 的 减 小 最 终 都 是 起 因 于 流 
体 的 粘性 ， 但 是 在 庙 流 边界 层 中 ， 粘 性 效应 以 一 种 稍 不 寻常 的 方 
式 出 现 ， 满 流 边 界 层 内 平均 速度 变化 的 方式 本 身 不 直接 依赖 于 粘 
性 系数 ; 只 有 在 糖 性 压 层 中 , 粘性 系数 才 出 现在 速度 梯度 的 表达 式 
内 .然而 边界 层 的 总 厚度 是 由 粘性 确定 的 ， 并 且 当 粘性 系数 为 零 
时 筷 变 为 零 ( 见 下 面 )、 如 果 粘 性 系数 真是 零 ， 就 不 会 有 什么 边界 
层 了 . 

如 同 在 $ 39 中 对 层 流 边界 层 所 作 的 讨论 一 样 , 我 们 可 把 $43 
中 的 结果 应 用 于 沿海 平板 流动 形成 的 油 流 边界 层 ， 在 溃 流 野 的 边 


中 根据 下 面 就 要 确定 的 一 个 定律 , 沿 物 体 表面 的 边界 层 厚度 在 流动 方向 上 不 断 
增 大 ， 对 管道 内 的 流动 来 说 , 这 就 解释 了 为 什么 对 数 剖 面 对 整 个 管 截面 都 成 立 , 管 壁 
上 的 边界 层 厚 度 从 流体 进入 的 那 点 就 开始 增长 , 在 离开 该 点 的 某 个 有 限 距 离 上 ,边界 
层 几乎 充满 了 整个 管 截面 . 因此 ， 如 果 我 们 假设 管子 足够 长 并 略 去 入 口 段 ， 整 个 管内 
的 流动 将 和 边界 层 内 流动 为 同一 类 型 . 我 们 记得 ， 管 内 的 层 流 也 有 类 似 情 况 ， 这 种 流 
动 在 所 有 的 电 诺 数 下 都 服从 泊 肃 叶 公 式 .在 铂 肃 吐 流动 中 , 离 辟 面 所 有 距离 处 , 粘性 都 
至 关 重 要 , 其 影响 决 不 仅 限于 和 它 毗 邻 的 一 个 薄 层 内 ， 
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界 上 , 流体 速度 差不多 等 于 主流 速度 , 我 们 用 已 表 示 ， 而 为 了 信 定 
这 个 边界 上 的 速度 , 在 对 数 准 确 度 上 ， 我 们 可 以 应 用 公式 (42.7)， 
并 以 边界 层 厚 度 6 代 夫 y， 使 这 两 种 表示 式 相 等 , 就 得 到 


0 V0 
0- 和 ne) (44.1) 


这 里 的 乙 对 给 定 的 流动 来 说 是 个 常 参数; 然而 厚度 6 则 沿 着 平板 
变化 ， 因 而 vx 也 是 一 个 随 z 变化 的 函数 .为 了 确定 这 些 函 数 ,一 
个 公式 是 不 够 的 ， 我 们 还 需要 其 它 某 个 把 ur*，6 和 关联 起 来 的 
方程 . 

我 们 采用 与 推导 洪流 尾 迹 宽度 公式 (36. 3) 相同 的 推理 去 求 得 
这 个 方程 ， 跟 那里 一 样 ， 导 数 46/ dz 必须 具有 边界 层 外 缘 上 沿 9 
独 和 沿 x 轴 速 度 之 比 的 量 级 .后 一 个 速度 有 的 量 级 ， 前 一 个 速 
度 起 因 于 脉动 速度 , 所 以 为 wx 量 级 .于 是 有 


dO Va# 
dx U’ 
由 此 得 到 
8~2 : (44.2) 


公式 (44.1) 和 (44.2) 一 起 ， 将 vw 和 6 确定 为 距离 xz 的 函 
数 D， 但 是 ， 这 些 函 数 不 能 写成 显 式 ， 我 们 将 用 一 个 辅助 量 表示 
6， 因 为 wx 是 随 z 缓慢 变化 的 函数 , 由 (44. 2) 看 出 , 边界 层 厚度 基 
本 上 是 正比 于 z 变化 ， 我 们 可 以 回忆 一 下 ， 层 流 边 界 层 厚度 是 以 
w\ 7 的 方式 增 大 的 , 也 就 是 说 , 层 瀛 边界 层 厚 度 要 比 油 流 边界 层 厚 
度 增长 得 慢 些 . : : 

现在 来 确定 作用 在 单位 面积 平板 上 的 摩擦 力 o 对 z 的 依赖 关 
系 .， 这 种 依赖 关系 可 用 下 面 两 个 式 子 给 出 
ee 二 到 
近似 地 计 为 从 层 流 转变 为 汕 流 的 那 一 点 量 起 的 距离 ， | 
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于 


5 一 0 人 In 人 (2 

第 二 个 式 子 是 将 (44. 2) 代 入 (44, 1) 中 得 到 的 ， 它 只 在 对 数 准确 度 
的 意义 上 成 立 ， 我 们 引入 一 个 (关于 单位 面积 平板 的 ) 阻 力 系数 6， 
定义 为 无 量 纲 比值 





20 VN\? 
然后 , 从 两 个 给 定 的 方程 中 消去 2x, 得 到 下 面 的 方程 : 
人 二 (44.4) 
Cc . » 


它 (在 对 数 准 确 度 上 ) 以 z 的 隐 函 数 形式 给 出 了 c， 为 了 提高 这 一 
公式 的 准确 度 ， 可 以 在 对 数 项 之 外 加 一 个 经 验 常数 ， 这 样 的 公式 
就 是 


-1 71n(cR,) + 3.0. (44. 5) 


由 该 式 得 出 的 阻力 系数 c 是 距离 x 的 一 个 缓慢 递减 疯 数 , 
最 后 , 我 们 用 函数 c(XY) 来 表示 边界 层 厚 度 。 已 知 


ae 

常数 xxzx]c (44.6) 
当然 , 只 有 对 于 主流 为 层 流 的 市 流 边 界 层 , 这 个 公式 才能 用 等 号 写 
出 。 此 时 ，5 有 确切 的 意义 ( 油 流 区 域 和 层 流 区 域 总 是 明显 地 区 分 
开 的 ). (44.6) 式 中 的 常数 因子 应 当 由 实验 结果 确定 . 


问 题 


”问题 1， 试 由 公式 (44, 5) 确 定 作 用 在 平板 两 面 上 的 合 为 , 
解 : 待 求 的 平板 每 单位 边 长 受 力 为 
0208 。 





F=2| oav, 
其 中 1 足 板 的 长 度 . Lat (> 

C=F/ FoU" 21, 
我 们 求 得 


C= 卫 | edz 


如 果 仅 取 含 最 高 次 (一 次 ) 窒 对 数 的 项 ,那么 上 面 的 积分 就 是 c 在 x=7 处 的 
值 c(1)， 为 了 得 到 更 准确 的 C 值 ,对 应 于 公式 (44. 5), 在 计算 积分 时 必须 澡 
虐 次 阶 项 , 它 包 含 零 次 竹 的 对 数 . 为 此 , 我们 写 出 


| edz=[zeli—| 2 二- “da, 


把 公式 (44. 5) 写成 


1 
A?*in? Bze" 


由 此 计算 导数 dc /adzx, 于 是 在 所 需 的 准确 度 上 得 出 
2 2 
rr 
1 1 1 
或 je- mb )=AnBl—D 
~—Aln(Bic/e) ~ AIN(BIC/e). 
把 公式 (44.5) 中 的 4 和 B 值 代入 , 我 们 得 到 下 列 公式 : 


好 一 


Ot in(CBR) 十 1.3， 


它 表 示 总 阻力 系数 C 对 于 雷诺 数 R=UL/v 的 函数 关系 ， 对 于 大 雷诺 数 ， 由 
此 公式 给 出 的 阻力 系数 ( 随 着 耳 的 增加 ) 以 1/in*B 的 方式 减 小 ， 对 于 层 流 边 
界 层 的 情况 , C 以 1/~ 有 RE 的 方式 三 小 [ 见 (39. 16)], 就 是 说 , 要 姜 小 得 更 快 些 . 
这 样 ， 我 们 可 以 断定 , 在 大 雷诺 数 的 情况 下 ， 溃 流 边界 层 的 摩擦 力 大 于 层 流 边 
界 旺 的 摩擦 力 . 

问题 2， 在 消 流 边界 民情 况 下 ， 试 将 相册 平 板 的 阴 力 系 孝 确 定 为 雷诺 数 
的 四 数 . 

解 : 以 祖 颖 面 的 由 起 尺 麻 中 代替 粘性 底层 的 厚度 gay/ 我 们 从 
(44.1) 和 (44. 2) 得 到 


209。 





5= 全 in(- J 


Ua 
5| 进 阻力 系数 c, 于 是 就 有 





类 位 地 ,平板 的 总 阻力 系数 为 


0.59 了 2 
AG d 


(也 是 在 对 数 准 确 度 上 )， 可 以 指出 : 粗 燃 平板 的 阻力 系数 和 党 诺 数 无 关 ， 


8 45， 失 阻 


由 南面 几 节 得 到 的 结果 ， 我 们 可 以 引出 关于 大 雷诺 数 下 阻力 
定律 ( 即 当 雷 诺 数 很 大 时 ， 作 用 在 物体 上 的 阻力 和 BE 值 之 间 的 关 
系 ) 的 重要 结论 

关于 大 户 数 下 的 流动 图 象 ( 这 里 只 讨论 这 种 情况 )， 我 们 已 经 
作 过 叙述 , 不 是 : 在 流体 的 整个 主流 部 分 ( 即 除 去 边界 层 的 所 有 地 
方 , 这 里 不 考虑 边界 层 ), 流体 可 以 认为 是 理想 的 , 除去 淇 流 尾 迹 以 
外 处 处 是 势 流 ， 尾 迹 的 宽度 取决 于 物体 表面 上 分 离线 的 位 置 ， 必 
须 注意 的 足 , 虽然 这 一 位 置 由 边界 层 的 性 质 所 决定 , 但 我 们 在 8 40 
中 已 经 知道 , 原来 它 与 雷诺 数 无 关 .。 于 是 我 们 可 以 说 , 对 于 大 雷诺 
数 , 整个 流动 图 象 几乎 与 粘性 即 慷 数 无 关 ( 只 要 边界 层 保持 层 流 状 
态 , 见 后 ). z 

因此 ， 阻 力 从 而 也 必须 和 粘性 系数 无 关 ， 我 们 所 掌握 的 就 仅 
剩 以 下 三 个 量 : 主流 速度 VU， 流体 密度 p 和 物体 尺度 i， 由 这 些 量 
我 们 只 能 构成 一 个 具有 力 的 量 纲 的 量 ， 就 是 pU*1*， 习 惯 上 , 我 们 
不 用 物体 线 度 的 平方 !% 而 是 引入 一 个 和 它 成 正比 的 量 一 “和 流 
动 方向 垂直 的 横 截 面积 8S. 设 

太一 常数 x pU28， (45. 1) 
其 中 的 和 殴 数 是 一 个 只 决定 于 物体 形状 的 数字 。 这 样 , (大 雷 诸 数 下 
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的 ?阻力 必须 正比 于 物体 的 横 截 面积 和 主 疲 速度 的 平方 ， 为 了 比 
较 , 我 们 可 以 回忆 一 下 , 极 小 雷诺 数 (B 和 1 下 的 阻力 是 正比 于 物体 
的 线 度 和 建 度 本 身 (F~vplU; 见 820)9. 

我 们 已 经 说 过 ， 习 惯 上 引入 阻力 系数 C 米 代替 阻力 了 ， 它 定 
义 为 
F 


C3 
2 





这 是 一 个 无 量 纲 量 , 因而 只 能 依赖 于 R， 公 式 (45.1) 变 成 
C= 和 常数. (45. 2) 

就 是 说 , 阻力 系数 只 决定 干 物 体 的 形状 . 

上 面 所 说 的 这 种 情形 并 不 能 延伸 到 任意 大 的 雷诺 数 ， 理 由 
是 , 当 且 足够 大 时 , 层 流 边界 层 ( 位 于 分 离线 前 面 的 物体 表面 上 ) 变 
得 不 稳定 ， 接 着 就 变 成 淇 流 ， 但 是 ， 并 不 是 整个 边界 层 都 变 成 湛 
流 , 而 仅仅 是 其 中 一 部 分 如 此 ， 所 以 , 物体 的 表面 可 以 分 成 三 个 部 
分 : 在 前 面 有 层 流 边界 层 , 接着 是 油 流 边界 层 ， 最 后 是 分 离线 后 方 
的 区 域 ， 

边界 层 内 湛 沪 的 发 生 对 整个 主流 的 流动 图 象 有 很 大 的 影响 . 
它 使 得 分 离线 大 大 地 移 向 物体 的 后 部 ( 即 向 下 游 移动 )， 以 致 物体 
后 面 的 满 流 尾 迹 缩小 了 (如 图 23 所 示 , 图 中 的 阴影 为 尾 迹 区 域 )3， 


2 
AAA 
AR i (b) 


图 23 





QD 绕 气 泡 的 流动 是 一 种 特殊 情况 ,这 里 即使 在 大 五 数 下 ， 阻 力 仍 和 如 成 正比 8 
见 本 节 后 面 的 问题 . 

史 例如 ,在 长 贸 柱 的 横向 绕 流 中 , 边界 层 内 汕 流 的 发 生 使 分 离 点 由 95" 移 至 60。 
《这 里 圆柱 上 的 方位 角 是 从 流动 方向 量 起 的 )， 


。 211. 





消 流 尾 迹 的 缩小 引起 阻力 的 减 小 ， 因 此 ， 大 重 诺 数 下 边 罩 层 内 谐 
流 的 发 生 伴随 着 阻力 系数 的 减 小 ， 在 105 附近 一 个 较 狭 窗 的 雷诺 
数 范围 办， 阻力 系数 下 降 一 个 相当 大 的 比 数 ， 我 们 把 这 种 现象 称 
为 失 阻 . 在 这 个 雷诺 数 范围 内 , 阻力 系数 减 小 得 很 多 , 以 致 在 C 为 
常数 情况 下 本 来 和 速度 平方 成 正比 的 阻力 本 身 ， 现 在 都 随 着 速度 
的 增加 而 减 小 . 

可 以 指出 , 主流 中 的 湛 流 度 对 失 阻 现象 有 一 定 的 影响 ; 来 流 的 
湛 流 度 越 大 ， 边 界 层 越 早 变 成 满 流 ( 即 变 成 满 流 的 五 数 越 小 )， 因 
此 , 阻力 系数 在 较 小 的 雷诺 数 下 就 开始 减 小 , 并 且 延 及 一 个 较 宽 的 
R 数 范围 . 

图 24 和 图 25 给 出 了 球 的 阻力 系数 对 于 雷诺 数 RR=UVdjy 的 
实验 函数 曲线 ; 图 24 是 以 对 数 标 尺 绘制 的 .对 于 很 小 的 RC(<1)， 
阻力 系数 按 C=24/R( 斯 托 克 斯 公式 ) 减 小 ， 以 后 就 越 来 越 慢 地 继 
续 减 小 , 一 直到 R=~5x 103， 在 这 里 C 达到 极 小 值 ， 超 过 该 点 后 ， 
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图 25 
它 稍 有 上 和 天. 在 雷诺 数 为 2x10! 到 2x105 范围 内 ，(45. 2) 式 所 
表示 的 规律 成 立 ， 即 C 大体 上 为 一 常数 ,和 失 阻 出 现在 2x10 和 
3x105 之 间 的 五 信 范 围 内 , 阻力 系数 减 小 到 原先 的 1/4 到 1/5. 
作为 比较 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 不 存在 临界 雷诺 数 的 流动 的 例 
子 . 考察 沿 平 面 圆 盘 的 垂直 方向 绕 平 盘 的 流动 . 在 这 种 情况 下， 
从 纯 几 何 来 考虑 ， 分 离 位 置 是 明显 的 : 分 离 显然 要 发 生 在 盘 的 边 
缘 , 并 且 不 会 从 那里 移 至 别处 ， 因 此 ， 当 卫 增 大 时 ， 盘 的 阻力 系数 
保持 不 变 , 也 就 不 会 有 什么 失 阻 . 
必须 记 住 , 当 失 阻 发 生 在 高 速 情况 下 时 , 流体 的 压缩 性 可 以 有 
不 容 忽 视 的 影响 . 标志 这 种 影响 程度 的 参数 就 是 马 薪 数 M=U/c， 
其 中 是 声速 ; 如果 ML<1， 流 体 可 以 作为 不 可 压缩 流体 (8 10). 
虐 然 在 两 个 参数 M 和 忌 中 ， 只 有 一 个 参数 含有 物体 的 线 度 , 那么 
这 两 个 参数 就 可 以 独立 地 变化 . 
“” “实验 结果 表明 , 一 般 说 来 ， 压缩 性 对 层 流 边 界 层 内 的 流动 有 一 
个 稳定 效应 ， 当 ML 增 大 时 , 请 的 临界 值 增 大 ， 例 如 ， 拿 一 个 球 来 
说 ， 妆 至 从 0.3 变 到 0.7 时 ， 失 阻 从 R~4 x 105 推迟 到 届 二 8 x 
10°, | 
我 们 还 可 以 指出 , 当 用 增 大 时 , 层 流 边 界 层 分 离 点 的 位 置 向 上 
rl. 





游 ( 即 物 体 的 前 部 ) 移 动 , 而 这 必然 要 引起 阻力 有 某 些 增 大 ， 


回 题 

试 求 大 雷诺 数 情 况 下 作用 于 液体 中 运动 气泡 上 的 阻力 ( 列 维 奇 , 1949) 

解 : 在 液体 和 气体 之 闻 的 界面 上 , 流体 的 切 向 速度 不 为 零 ， 但 它 的 法 馈 
导数 为 零 (我 们 略 去 气体 的 粘性 )， 因 此 ， 边 失 附 近 的 速度 梯度 将 不 会 很 高 ， 
也 就 不 会 有 $ 39 意义 上 的 边界 层 ; 所 以 ， 在 整个 气泡 的 表面 上 将 不 存在 分 
离 ， 如 用 体积 分 (16.3) 计算 能 量 耗 获 , 在 略 去 了 液体 的 表面 层 和 很 窗 的 注 流 
尾 迹 之 后 , 我 们 就 可 以 在 整个 空间 内 应 用 绕 球 势 流 的 速度 分 布 ( 见 § 10, 问题 
2)， 利 用 3 16 问题 中 得 到 的 公式 , 可 求 得 


六 【人 ) 2rFssin bdb 一 一 12777 有 RD2， 


因此 , 我 们 看 出 所 求 的 耗 散 阻力 为 ? 
F=12xnRU. 


§ 46， 绕 流线型 物体 的 流动 

可 以 提出 这 样 的 问题 : 为 了 使 物体 在 流体 中 运动 所 形成 的 阻 
力 尽 可 能 小 , 物体 (比如 说 , 横 截面 积 是 给 定 的 ) 应 当 有 什么 样 的 形 
状 ?由 上 面 的 讨论 很 清楚 , 要 做 到 这 一 点 ， 分 离 必须 尽 可 能 远 地 向 
后 移 ; 分 离 发 生 在 物体 后 端 附近 ， 淇 流 尾 述 就 会 次 罕 到 最 低 限度 
我 们 已 经 知道 , 只 要 物 面 压力 顺 下 游 方向 迅速 增 大 , 便 会 促使 分 离 
的 发 生 ， 因 此 , 物体 必须 具有 这 样 的 形状 , 以 致 在 物 面 压力 增 大 的 
地 方 , 可 使 压力 变化 尽 可 能 地 缓慢 和 平滑 ， 这 是 可 以 做 到 的 , 只 要 
物体 的 形状 治 兰 流动 方向 变 得 细 长 ， 并 在 下 游 光 滑 地 收缩 到 一 个 
尖 点 ; 这样, 沿 物体 两 侧 的 流动 就 会 光滑 地 汇合 ， 而 不 需要 绕 过 任 
何 棱角， 也 不 需要 内 主流 方向 偏转 一 个 相当 大 的 角度 ， 物 体 的 前 


@， 这 个 公式 的 应 用 范围 实际 上 是 不 大 的 ， 因为 当 速 度 增 到 足够 大 时 ， 气泡 就 不 
再 保持 球状 了 。 
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凋 必 须 是 圆 弧 形 的 , 因为 如 果 那 里 有 一 个 折 角 的 话 , 流体 速度 在 项 
点 就 会 变 成 无 限 大 ( 见 $ 10 问题 6)， 从 而 压力 沿 下 游 方 同 会 迅速 
增 大 , 这 就 不 可 避免 地 要 导致 分 离 . 

图 26 中 所 画 的 那 种 形状 接近 于 满足 所 有 这些 要 求 ， 图 262 
表示 的 剖面 可 以 是 , 例如 细 上 长 旋 成 体 的 截面 , 或 者 长 “ 费 展 物体 的 
截面 (我 们 习惯 上 称 这 样 一 种 物体 为 机 杜 ). 机 性 的 横 截 襄 面 可 以 
如 图 26a 那样 为 非 对 称 的 .在 绕 这 种 形状 物体 的 流动 中 ， 分 离 只 
在 乱 近 尖 后 缘 的 地 方 发 让， 因而 阻力 系数 是 比较 小 的 ， 这 种 物体 
称 为 流线型 物体 . 





多 26 


在 流线型 物体 的 阻力 中 ， 由 边界 层 内 流体 作用 于 表面 的 直接 
摩 撤 力 是 重要 的 部 分 .对 非 流线型 物体 (前 一 节 中 讨论 过 这 种 情 
况 ) 来 说 , 摩擦 力 的 作用 相对 地 比较 小 ， 因 此 实际 上 无 足 轻重 ， 但 
在 平行 于 平板 的 流动 这 种 截然 相反 的 情况 下 ， 这 种 作用 却 成 了 阻 
力 的 唯一 来 源 (§ 39). z 
在 流线型 费 相 对 于 主流 倾斜 一 个 小 角度 %( 称 为 攻 角 ， 图 26) 
的 绕 流 中 ,将 产生 一 个 大 的 升力 Py, 而 阻力 F; 仍 然 较 小 ， 因 而 比 
值 Fy/Fs 可 以 达到 很 大 的 值 (~~10 一 100). 但 是 , 只 有 当 攻 角 较 小 
《过 10 ) 时 , 才能 保持 这 种 特点 。 在 较 大 的 攻 角 下 , 阻力 上 升 很 快 ， 
并 且 升 力 下 降 . 这 种 现象 可 以 这 样 来 解释 : 在 大 攻 角 下 , 物体 已 不 
再 是 疲 线 型 的 ; 分 离 点 朝 物体 前 部 移动 了 一 个 相当 大 的 距离 , 从 而 
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尾 迹 变 得 比较 宽 了 .必须 记 住 , 平板 ， 作 为 很 薄 物 体 的 极限 情况 ， 
只 是 在 非常 小 的 攻 角 下 才 是 流线型 的 ; 甚至 当 它 和 主流 只 倾 射 一 
个 小 角度 时 , 在 平板 的 前 缘 也 要 发 生 分 离 . 

按照 定义 ， 攻 角 & 是 从 零 升 力 时 的 村 面 位 置 量 起 的 .在 小 攻 
角 情 况 下 , 我 们 可 以 将 升力 展开 为 & 的 寡 级 数 ， 如 果 只 取 第 一 项 ， 
我 们 就 可 以 假设 力 ,和 a 成 正比 ， 其 次 , 根据 类 似 于 对 阻力 进行 
过 的 量 纲 分 析 ， 升 力 必须 正比 于 pV*， 再 引进 又 展 1:， 我 们 可 以 
写 出 

也 ,一 常数 xDU2al (46, 1) 

其 中 的 常数 仅 取 决 于 机 缀 的 形状 , 特别 是 , 它 和 攻 角 无 关 ， 对 于 很 
长 的 机 经 , 可 以 假 投 升力 正比 于 愤 展 , 在 这 种 情况 下 ， 和 常数 只 决定 
于 必 剂 面 的 形状 . 

通常 使 用 升力 系数 , 而 不 用 机 可 升力 ; 升力 系数 定义 为 


Oy= (46. 2) 
HpU lal; 
如 上 所 述 , 对 于 很 长 的 机 痉 , 升力 系数 正比 于 攻 和 角 ， 它 既 不 依赖 于 
速度 , 也 不 依赖 于 既 展 : 
0, 二 常数 Xa (46. 3) 

在 应 用 儒 可 夫 斯 基 公 式 计 算 流 线 型 机 愤 的 升力 时 ， 必 须 确 定 
速度 环 量 工 , 做 法 如 下 : 已 经 知道 尾 迹 以 外 的 流动 是 处 处 有 势 的 ， 
现在 的 情况 是 , 尾 迹 很 注 , 并 且 在 机 器 表面 上 它 只 占据 后 缘 尖 点 附 
近 的 一 个 很 小 区 域 ， 因 此 ， 为 了 确定 速度 分 布 (并 由 此 确定 环 量 
1")， 我 们 可 以 求解 理想 流体 绕 机 可 的 势 流 问题 ， 尾 迹 的 存在 被 设 
想 为 有 一 个 切 回 间断 面 , 它 从 机 票 的 尖锐 后 缘 伸 向 流体 内 部 , 那里 
的 速度 势 存在 一 个 间断 $8 一 上 = 二， 在 $37 中 已 经 证 明 ， 导 数 
99$/9z 在 这 个 面 上 也 存在 间断 ， 但 导数 34/3x 和 32g/9y 是 连续 
的 ， 对 有 限 姻 展 机 惨 , 这 种 形式 的 问题 有 唯一 解 , 但 是 ， 寻 求 精 确 
.216。 





解 则 是 非常 复杂 的 ， 对 于 小 攻 角 倾 置 的 图 盘 形 机 器 ， 这 一 回 题 已 
由 工 . 王 . 柯 钦 解 出 必 ， 

右 机 六 很 民 ( 并 且 具 有 同样 的 截面 )， 可 将 它 看 作 在 z 方 向 上 
证 无限 的 , 那么 , 我 们 就 可 以 把 流动 当 作 (zy 平面 内 的 ) 二 维 流 . 四 
然 , 由 对 称 性 , 速度 2; 二 94 /9z 洛 机 村 必须 为 索 ， 因 此 ， 在 这 种 情 
说 下 , 我 们 必须 找 一 个 只 有 速度 势 在 在 间断 ， 而 其 导数 连续 的 解 . 
换 句 话说， 此 时 不 存在 任何 切 问 间断 面 ， 而 只 有 一 个 多 值 蝴 数 
2P(2, 9)， 当 环绕 费 剂 面 一 周 时 ， 它 得 到 一 个 有 限 大 的 增 量 上 了. 但 
是 , 在 这 种 情形 下 , 二 维 流 问题 没有 了 唯一 解 ， 因 为 它 可 以 有 带 任何 
速度 势 间断 值 的 解 ， 为 了 得 到 唯一 的 结果 ， 还 必须 满足 另外 的 条 
件 , 这 一 条 件 是 由 C. A. 恰 布雷 金 在 1909 年 第 一 次 提出 来 的 . 

这 个 条 件 称 为 儒 可 夫 斯 基 - 恰 布雷 金条 件 ， 它 要 求 流体 的 速 
度 在 机 费 的 尖锐 后 缘 不 变 为 无 限 大 .关于 这 一 点 ， 我 们 可 以 回忆 
一 下 , 当 理 想 疲 体 纪 访 一 个 抛 角 时 , 按照 需 次 律 ， 角 项 边 处 的 流体 
速度 一 般 是 要 变 为 无 限 大 的 (§ 10, 问题 6)， 这 就 说 明 ， 上 述 条 件 
意味 着 ， 由 机 颖 两边 流 米 的 气流 必须 光滑 地 汇合 ， 而 不 会 绕 过 抛 
角 ， 当 这 个 条 件 得 到 满足 时 ， 势 流 问 题 的 解 当 然 就 提供 一 个 非常 
类 似 于 真实 情况 的 流动 图 象 ; 在 真实 情况 下 , 速度 处 处 为 有 限 值 ， 
而 分 离 只 能 在 后 缘 处 发 生 ， 于 是 ， 解 变 成 了 唯一 的 , 特别 是 , 计算 
升力 所 需 的 环 量 上 有 了 确定 的 值 . 





8 47， 诱 导 阻 力 


六 线 型 (有 限 费 展 ) 机 响 阻 力 中 ， 有 一 个 重要 部 分 是 由 薄 汕 瀛 
尾 迹 中 能 量 耗 散 寻 致 的 阻力 所 构成 的 ， 这 种 阻力 称 为 诱导 阻力 . 
§ 21 中 曾经 证 明 ， 我 们 如 何 通过 研究 远离 物体 的 流动 ， 可 以 


TM Tr 


‘DD HE Rown, Hpura Manen.H Mex. (应 用 数学 与 力学 )4,3, 1940; 9, 3， 
1945。 
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算出 尾 迹 引起 的 阻力 。 但是， 公式 (21. 1) 并 不 适用 于 目前 这 种 司 
况 ， 按 照 那 个 公式 , 阻力 是 由 对 整个 尾 迹 截 面 取 wz 的 积分 而 给 出 
的 , 也 就 是 , 由 通过 尾 迹 的 流量 给 出 的 ， 然 而 ， 估 计 一 下 疲 线 型 机 
费 后 面 尾 迹 的 厚度 , 即 知 在 目前 情况 下 流量 很 小 , 因此 ， 在 下 面 所 
用 的 近似 中 可 以 略 去 不 计 . 

如 同 $ 21 中 那样 ， 我 们 将 力 ,; 写 为 通过 平面 z=2i 和 平面 
7 一 Zz 的 动量 的 x 分 量 的 两 个 总 通 量 之 差 , 这 两 个 平面 分 别 位 于 物 
体 的 远 后 方 和 远 前 方 ， 将 速度 分 量 记 作 UU 十 v4, 59,2;, 就 得 到 动量 
通 量 密度 分 量 1L.z 的 表达 式 

Ji 一 2 十 P(Z 十 272 
于 是 阻力 为 
z.=(| -人 cz Fp(UT0) dydz. (47. 1) 


考虑 到 尾 迹 厚度 很 小 , 在 沿 平面 z>= zi; 的 积分 中 , 可 以 略 去 沿 尾 迹 
截面 的 积分 , 所 以 积分 域 可 只 取 尾 迹 外 部 的 区 域 ， 但 是, 这 一 区 域 
中 是 劳 度 , 伯 努 利 方 程 成 立 : 
] 4 二 1 之 
PD CH = po 十 二 DZ 》 
因此 
p= po — PUv, 一 地 P03 二 如 0:). (47. 2) 


这 里 ,我们 不 能 像 了 21 中 那样 略 去 二 次 项 ， 因 为 在 现在 所 考虑 的 
情况 下 , 正 是 这 些 项 确定 了 所 要 求 的 阻力 .将 (47.2) 代 入 (47. 1)， 
即 得 

r= (fe err oon oe 


— Dy— v2) dyds. 
策 数 po 十 pV 积分 之 差 是 零 , PU2, 积分 之 差 也 是 零 ， 这 是 因为 通 
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过 前 后 两 个 平面 的 质量 通 量 
[| pvsdyas 


一 定 是 相同 的 (在 这 里 所 考虑 的 近似 程度 上 , 可 以 略 去 通过 尾 迹 的 
流量 )， 其 次 ， 我 们 藻 把 平面 z=7xs 取 到 物体 前 面 充分 远 的 地 方 ， 


该 平面 上 的 将 是 非常 小 的 ,因而 地 2 (加 一 如一 03) 沿 此 平面 的 积 


分 可 以 略 去 不 计 ， 最 后 , 在 绕 流 线 型 机 经 的 流动 中 , 尾 迹 外 的 速度 
52x 如 与 wy 和 wv; 相 比 的 话 , 是 一 个 小 量 ， 因 此 , 在 治 z=z: 平面 的 
积分 中 ,2z 与 站 十 0: 相 比 , 也 可 以 略 去 不 计 ， 于 是 得 到 


F, -31| (oo 四 az， (47. 3) 


这 里 ， 积 分 是 在 物体 后 方 较 远 距离 的 一 个 平面 上 (x 二 常数 ) 计 算 
的 , 而 尾 迹 的 横 截 面 被 排除 在 积分 域 之 外 号 . 

用 这 种 方法 算得 的 流线型 机 槛 的 阻力 ， 可 以 用 速度 环 量 Z 表 
示 , 该 环 量 也 确定 了 升力 . 为 此 , 我 们 首先 指出 , 在 离 物 体 充 分 远 的 
距离 上 , 速度 随 坐 标 x 的 变化 是 微不足道 的 , 所 以 , 可 以 把 2,(y, 2) 
和 vw.(y,z) 看 作 与 了 无 关 的 二 维 流 速度 ， 者 用 流 国 数 ( 见 8$ 10) 作 
为 辅助 量 将 更 为 方便 , 这 时 2, 二 3/93y，2s 二 一 99/9z. 于是 有 


ro) (人 ae 


其 中 , 洛 铅 年 伦 标 9 的 积分 是 从 十 co 积 到 yi 又 从 8 积 到 一 
里 的 刀 和 如 是 尾 迹 上 下 边界 的 从 标 ( 见 337 的 图 18)， 因为 屁 
迹 以 外 为 势 流 (Yx 双 = 一 0), 有 


@ ”为 避免 误解 , 应 当 作 如 下 说 明 . 公式 (47. 3) 可 能 给 人 这 样 的 印象 ， 当 z 增 大 
时 , 2 vz 在 量 级 上 没有 减 小 . 的 确 , 只 要 还 如 我 们 在 推导 公式 (47. 3) 时 所 假设 的 那样 ， 
尾 迹 厚度 半 其 宽度 相 比 为 一 小 量 , 上 述 想 法 就 是 正确 的 ， 但 在 机 桂 后 方 非常 大 的 距离 
上 , 尾 迹 最 终 变 厚 了 , 以 致 近似 于 变 成 一 个 贺 形 截面 . 在 那里 ， 公 式 (47. 3) 便 不 对 了 ， 
此 时 ,v 2 随 z 增 大 而 迅速 减 小 . 
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利用 一 维 格林 公式 , We 


0 > 7 少 ( 乳 )al， 


这 里 的 积分 周 线 为 原 Se 而 3/a2 表示 向 局 线 
外 法 疝 的 导数 .在 无 穷 远 处 , 东 = 0， 所 以 积分 就 环绕 尾 迹 在 yz 平 
面 上 的 截面 周 线 计算 , 可 得 


ul /9 9y 
ro -( 针 )] 
此 处 是 在 整个 尾 迹 宽度 上 积分 ， 方 插 号 中 的 差 值 表示 导数 9y/oy 
通过 尾 迹 的 间断 值 . 因为 9y/9y=2;= 二 94 /9z, 我 们 有 


Cre (0 


rj 
最 后 , 我 们 利用 势 论 中 的 一 个 公式 : 

-去 J 器). 如) wet 
这 里 积分 是 沿 着 一 条 平面 周 线 , > 则 是 从 UL 到 需求 出 的 那 一 扩 
的 距离 ， 而 方 括号 中 的 表达 式 就 是 煞 的 导数 沿 周 线 法 向 的 间断 
值 吕 。 在 现在 的 情况 下 , 积分 曲线 是 z 轴 的 一 段 ， 所 以 我 们 可 以 将 
2 轴 上 的 罗 (y, 2z) 国 数值 写 为 


#0, 5- 去 | ( 肥 ) 一 ( 弹 ) jinls—2 lds 


(D A Li 


37[(35), (3), 





因此 ， 


和 
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了 了 dT (2") 7 8 
人 一 和 一 -一 ~- 一 一 一 一 -一 Fe dz s 
| dz | 


最 后 将 这 个 式 子 代入 了 ,就 得 到 诱导 阻力 的 下 列 公 式 : 


p= | A 4) 1 sa | dzdz 
人 dz 





(47. 4) 
(L. 普 朗 特 ,1918). 这 里 已 将 愤 展 记 作 := 并 将 2 的 原点 取 在 
机 辟 的 一 端 . 

如 果 所 有 z 方向 的 线 度 增加 某 个 倍数 (人 保持 不 变 )， 积 分 
(47.4) 将 保持 不 变 ， 这 表明 ， 当 经 展 增 大 时 , 作用 在 机 痪 上 的 总 
诱 宇 了 组 力 保持 为 同一 个 数量 级 . 换 句 话说 ， 机 村 单位 长 度 上 的 诱 
导 阻 力 随 长 度 增 大 而 减 小 @@， 和 阻力 不 同 , 总 升力 

Pn,= —pU | Tras (47. 5) 
几乎 随 又 展 线性 地 增 大 , 而 单位 长 度 的 升力 不 变 . 

下 面 介绍 的 方法 便于 对 积分 (47.4) 和 (47. 5) 进行 实际 计算 . 

我 们 ?引入 一 个 新 变量 0 替代 坐标 z, 定义 为 
> 一 二 (1 一 cosg) (0 去 0 去 z)。 (47. 6) 


速度 环 量 分 布 可 写成 傅 里 时 级 数 ; 


@ ”为 避免 误解 ,应 该 指出 当 长 订单 位 变化 时 , 被 积 函 数 中 的 对 数 将 增加 一 个 
常数 , 但 这 是 无 关 紧 要 的 .事实 上 , 这 个 积分 与 (47. 4) 的 差别 仅 在 于 lnilz 一 2 | 被 一 个 
党 数 所 替代 , 因而 这 个 积分 等 于 零 , 这 是 由 于 


{三 dz 一 工 ， 


而 下 在 尾 迹 的 边缘 处 为 零 , 所 以 定 积分 是 零 . 

@@ ”在 无 限 必 展 的 极限 情况 下 , 单位 长 度 机 贾 的 诱导 阻力 为 零 ， 实 际 上 还 保留 少 
最 的 阻力 , 它 是 由 通过 尾 迹 的 流量 ( 即 积 分 JJvzdyaz) 确 定 的 ， 而 在 公式 (47. 3) 的 推导 
中 被 略 去 了 , 这 个 阻力 包括 摩擦 阻力 以 及 其 余 一 部 分 起 因 于 尾 迹 耗 散 的 阻力 . 
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T=—2U! > 4sin0. (47.7) 


为 此 , 在 机 端 (z=0 和 ?7 或 69=0 和 rr) 上 =0 的 条 件 是 满足 了 的 . 
将 表达 式 (47.7) 代 入 (47.5) 并 计算 积分 (利用 当 2 天 1 时 ， 昂 
数 sing 和 sinn0 的 正 交 性 ), 我 们 得 到 


Fy= SPU nl?4, . 


所 以 ， 升 力 仅 依赖 于 表达 式 (47.7) 中 的 第 一 个 系数 ，(46. 2) 中 的 
升力 系数 为 : 
Cs= AXAA, (47,8) 
这 里 , 我 们 5| 入 了 机 缀 的 展 弦 比 4= L/L. 
为 计算 阻力 , 我 们 将 公式 (47. 4) 分 部 积分 一 次 , 改写 成 


pr dzdz’ 
0 We 


不 难看 出 , 对 zx We 将 (47.7) 式 代入 ， 经 过 初等 
的 运算 @， 导 得 下 面 的 诱导 阻力 系数 公式 : 





CO: 一 4 > nd (47. 10) 
从 一 1 
机 要 阻力 系数 定义 为 
C.=- 一 于 一 os 
Sn r2 
DZL 7， 


和 升力 系数 相似 , 这 里 指 的 是 zz 平面 单位 面积 上 的 阻力 。 


中 在 对 > 积分 时 ,要 用 到 积分 : 
| COS ng’ a0’ Xsinng 
Jocost — cosd sing 


在 对 z 积分 时 , 则 要 利用 
|. sin ng sin mdg= je Se | 
0 0 (MAN 。 
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器 题 
当 给 定 升 力 和 机 展 1, 一 7 时 , 试 求 诱导 阻力 的 最 小 值 . 


解 : 由 公式 (47.8) 和 (47.10) 清 楚 看 出 ， 如 果 所 有 的 4, (但 nw 关 1) 等 于 
零 , 则 对 给 定 的 Cy( 即 给 定 的 40), 便 得 到 C; 的 最 小 值 ， 因 此 


On ninv=0 /nts (1) 
速度 环 量 沿 贾 展 的 分 布 由 下 而 的 公式 给 出 : 
Do- V0 Via). (2) 
J 


如 果 恤 展 充分 长 , 则 绕 该 机 爵 任 何 截面 的 流动 可 近似 为 绕 无 限 长 且 截 面 处 处 
与 其 相同 的 机 辟 的 流动 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 说 , 当 机 经 在 zz 平面 内 的 


形状 是 一 个 半 轴 为 1s 和 二 的 李 贺 时 ,就 得 到 环 量 分 布 (2)， 


4 48， 济 惨 的 升力 


按照 人 震 可 夫 斯 基 定 理 , 计算 作用 在 机 可 上 的 升力 的 问题 , 归结 
为 求 速度 环 量 下 ， 对 于 截面 处 处 相同 的 无 限 辟 展 流线型 薄 必 ， 可 
以 给 出 该 问题 的 一 般 解 C， 下 面 介绍 的 巧妙 解法 是 由 M. B 凯 尔 迪 
许 和 开 . H. 谢 道夫 提出 来 的 (1939) 


令 3=5(Z) 和 2%= czZ) 是 要 剖面 下 半 部 分 和 上 半 部 分 曲线 


的 方程 式 ( 见 图 27). 假设 这 个 经 谢 面 很 蒲 ， 稍 许 弯 曲 ， 并 且 相 对 
"| 


二 一 和 
一 





QD 下 面 两 部 获 作 中 ,有 关于 二 维 机 疤 不 可 压缩 绕 流 理论 的 较 详细 说 明 : ”H. 于 . 
Rouun, H. A. Rroens,H. B. Pose,Teopemurecrxana tudpoMexanura. y.1, NocKEBa 1948 
( 柯 钦 , 基 别 里 , 罗 旅 著 . 理论 流体 力学 , 曹 俊 友 等 译 , 高 等 教育 出 版 社 , 1956); ,I. H.C~ 


HAOB, HAOCKUE 300auU WOPOOUNRAMUNUY 4 a9DOOUNNMUKY, MOCKBA, 1950, 
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主流 (z 轴 ) 倾斜 一 个 小 攻 角 ; 即 51，6s 自身 以 及 它们 的 导数 上 6a 
都 很 小 , 剖面 轮廓 线 的 法 线 几 乎 处 处 平行 于 9 轴 . 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 可 以 假设 , 由 于 在 在 机 缀 而 引起 的 扰动 速度 v, 和 主流 速度 U 
相 比 , 处 处 为 一 小 量 @。 机 缀 表面 的 边界 条 件 为 ， 
当 y=6 时 ,vy/U=6. 

根据 所 作 的 假设 , 我 们 可 以 让 这 一 条 件 在 y=0, 而 不 是 在 y=5 处 
成 立 . 因此 , 在 横 坐 标 轴 的 z=0 和 z= 人 三 a 之 间 , 必定 有 

当 gy->07 时 ,2 一 7e(Z); 

当 9 ->0- 时 , v=UV&(7). 
为 了 应 用 复 变 图 数论 的 方法 , 引进 复 速度 


A $2 
dz 省 # 


(参阅 §10)， 它 证 变量 zz 十 iy 的 解析 函数 .在 现在 的 情况 下 ， 
该 立 数 在 模 轴 线段 (0,4) 上 , 必须 满足 下 列 条 件 : 


当 y>0" 时 ,Im (他 )= 一 U6;(7); 


(48. 1) 


(48.2) 
当 y>0- 时 , Im( 2) 一 一 CE (z) ， 
为 了 解 上 面 的 问题 ， 我 们 首先 将 所 要 求 的 速度 分 布 妈 (z, 轧 ， 
表示 成 两 个 分 布 之 和 : 
VD=V 十 ~， 
这 两 个 分 布 具有 下 列 对称 性 : 
052 一切 二 25 9), vy x, —Y) = —vy (7r,Y), 
oOzk2; —Y)=—vz(x, 9), vy x, 一 2) = (7, 9). 
单个 速度 分 布 。 和 wv’ 的 这 些 性 质 ， 是 不 违背 连续 方程 或 势 流 方 
程 的 ; 并且 因 为 问题 是 线性 的 , 可 以 分 别 求 取 这 两 个 分 布 ， 


(48. 3) 


QD 在 接近 机 凌 贺 钟 前 缘 的 一 个 小 区 域 里 , 情形 例外 
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复 速 度 相应 地 表示 成 两 项 之 和 : 
一 1; 十 化 -; 


该 和 式 的 两 项 在 线段 (0, a) 上 满足 的 边界 条 件 是 


[mw = [mw ya0. =—3U(6 +6), 
(48. 4) 
[Imao -jy 一 一 Emow-]y>o- 一 五 Cl 一 上 >)。 


由 柯 西 公式 可 以 马上 确定 出 半数 20-: 
本 2 (E) 
oO en -46, 
这 里 复 变 数 £ 平面 内 的 积分 曲线 是 一 个 中 心 在 5 二 =z 点 的 小 半径 
加 ZZ( 图 28). 和 但 周 线 工 可 以 用 一 个 
无 限 大 半径 的 圆 C 和 一 条 舌 有 时 
针 方 回 的 局 线 C 代 赫 ; 后 一 条 归 
线 可 以 变 为 两 次 通过 的 线段 (0， 
a)， 因为 w(z) 在 无 穷 远 处 为 零 ， 
治 C 的 积分 得 零 . 沿 C 的 积分 > 
得 出 图 28 
Ww 一 一 We "= 1 (S) gE. (48. 5) 

此 处 ， 我 们 应 用 了 w- 的 虚 部 在 线段 (0, a) 上 的 边界 值 (48. 4)， 并 
利用 了 这 一 事实 , 即 根 据 对 称 条 件 (48.3)，w 的 实 部 在 跨 过 这 一 
线段 时 是 连续 的 ， 

为 了 求 函 数 wi, 我 们 应 当 将 柯 西 公式 应 用 于 乘积 wi (2)9 (2%)， 
而 不 是 应 用 于 该 国 数 本 身 ; 其 中 


有 ed 
g (2) a 
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并 且 当 z=z>a 时， 方 根 取 正 号 ， 在 实 轴 的 线段 《0, o) 上 ， 函 数 
9(z) 是 纯 虚 的 , 并 且 是 不 连续 的 , 即 


g (z+i0)=—g(r—i0)= —iV oo 
由 9(z) 靖 数 的 这 些 性 质 ， 可 清楚 地 看 出 : 乘积 gw'; 的 虚 部 在 跨 过 
线段 (0, a) 时 是 不 连续 的 , 而 实 诗 征 连 续 的 ， 这 和 国 数 双 - 一 样 . 因 
此 , 完全 类 似 王 公式 (48.5) 的 推导 , 有 


w', (2)g(2) 一 一 元 | 1(6)+e' 2 (8)  (E OE 
27T .0 E—2 
综合 以 上 各 表 过 式 , 得 到 落 楼 线 尝 速 度 分 有 的 下 列 公式 
dw | Sie (6) /上 
dz 2AiN 2 te /ho Eds 
Cs (8 el 和 
四 a (48. 6) 


在 圆 钝 前 缘 附近 ( 即 当 zz 一 0 时 ), 这 个 式 子 一 般 说 来 要 变 为 无 
限 大 , 以 上 近似 在 这 一 区 域 中 是 不 成 立 的 .在 尖锐 后 缘 附 近 ( 即 当 
z->a 时 )， Co 但 第 二 项 却 变 为 无 限 大 , 尽 
管 它 仅 仅 是 以 对 数 的 方式 发 散 中 ， 这 个 对 数 奇 性 是 由 所 用 的 近似 
所 引起 的 , 更 精确 的 处 理 可 以 请 除 这 一 奇 性 ， 和 根据 侨 可 夫 斯 基 - 恰 
布雷 金条 件 ， 在 后 绿 不 存在 之 次 律 的 发 天， 由 于 上 面 对 所 用 g(2) 
消 数 作 了 适当 选择 , 这 一 条 件 已 经 得 到 满足 ， 

公式 (48. 6) 使 我 们 能 立即 求 出 绕 愤 前 面 的 速度 环 量 .根据 一 
般 规 则 ( 见 $ 10)， 工 可 由 消 数 w'(z) 在 单 极 点 2 二 0 的 残 数 给 出 . 
把 w (2z) 在 无 穷 和 还 点 展开 为 17z 的 各 次 需 ， 很 容易 求 出 所 需 的 残 
数 , 就 是 展开 式 中 1/z 的 系数 , 即 


GD 如 果 在 后 缘 附 近 , 5 和 562 以 (a 一 x)*( 其 中 上 1) 的 方式 趋 于 零 , 邑 假如 后 缘 
为 一 尖 点 , 这 一 发 散 就 不 会 出 现 了 。 
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LA 


dz 2niz 1! 
其 由 让 可 由 下 面 的 简单 公式 求 出 : 


PE 人 二 (48.7) 


应 当 指 出 ， 这 里 出 现 Wm 和 上 的 和 .如 果 用 一 个 形状 
由 消 数 (61- 十 62) /2 表示 的 弯曲 平 板 去 代替 湾 次 , 则 升力 不 变 . 
例如 , 当 一 无 穷 长 东平 板 缀 倾斜 成 小 攻 角 a 时, 我们 有 
61= 6 QA(4—2), 
因而 公式 (48.7) 赋 给 出 
[= xaaU, 
该 机 费 的 升力 系数 为 
pUT. 


Ce 二 -一 2TG 
> pUa 
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第 羡 剖 ”流体 中 的 导热 


§ 49， 传 热 的 普遍 方程 

我 们 在 $2 的 末尾 已 经 提 到 过 ， 完 备 的 流体 动力 学 方程 组 
必须 包含 五 个 方程 ， 对 于 有 导热 和 内 摩擦 过 程 的 流体 来 说 ， 其 中 
一 个 方程 仍然 是 连续 方程 , 但 是 欧 拉 方程 组 要 换 成 纳 维 - 斯 托 克 斯 
方程 组 ， 其次, 理想 流体 中 的 第 五 个 方程 是 炉 尝 恒 方 程 (2.6)， 而 
在 粘性 流体 中 , 由 于 有 能量 耗 散 的 不 可 逆 过 程 发 生 , 这 个 方程 当然 
不 成 六 . 

在 理想 流体 中 , 能 量 宁 人 恒定 律 由 方程 (6. 1) 来 表示 


另 (地 pv ++ pe)=—Y: | po(30 +w)| 
上 述 表 述 式 的 左边 是 单位 体积 流体 内 的 能 景 变化 率 ， 右 边 则 是 能 
量 通 量 密度 的 履 度 . 当然 , 在 粘性 流体 中 能 量 守信 定律 仍然 成 并 ， 
即 在 任何 体积 中 ， 单 位 时 间 内 流体 总 能 量 的 变化 必须 仍旧 等 于 通 
过 该 体积 务 面 总 的 能 量 通 量 ， 但 是 能 量 通 量 密度 现在 共有 为 外 一 
种 形式 ， 即 除了 流体 运动 中 由 单纯 质量 转移 引起 的 能 量 通 量 pm 


(二 ”ww) 之 外 ,还 有 由 内 摩 榨 过 程 引起 的 能 曲 通 量 ， 这 后 一 种 通 


晤 由 矢量 Do 给 出 , 其 分 量 为 2;01;( 见 §16)， 此 外 ,能 量 通 量 中 
还 必须 包含 另外 一 项 .如果 整个 体积 中 流体 的 温度 不 是 常量 ， 旭 
除了 上 上述 两 种 能 量 转移 二 外 ， 必 定 还 有 称 为 导热 的 热 转移 ， 这 意 
昧 上 音 从 高 温 处 问 低 湿 处 有 分 子 能 量 的 直接 转移 ， 这 种 能 量 的 转移 
与 宏观 运动 无 关 , 即使 在 静止 的 流体 中 也 会 发 生 . 

用 4 表示 由 学 热 y[ 起 的 热 通 量 密度 . 通 量 4 与 流体 的 温度 变 
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化 有 关 ， 在 流体 中 温度 梯度 不 太 大 的 情形 下 ， 立 即 可 以 写 出 这 种 
关系 ; 在 导热 的 现象 中 , 我 们 涉及 的 几乎 都 是 这 种 情形 ， 这 时 可 以 
将 q 展 成 温度 们 度 的 寡 级 数 ， 并 且 只 取 展 开 式 中 的 一 次 项 因为 
当 VT 为 雪 时 q 必须 为 霉 , 所 以 常数 项 显然 为 零 . 因此 得 

QG 一 一 KV7 了 . (49. 1) 
前 数 称 为 导热 系数 ， 因 为 能 量 通 量 必定 是 从 高 温 的 地 方 流 问 低 
得 的 地 方 , 我 们 立刻 可 以 看 出 , q 和 VT 必须 反 向 ， 所 以 * 总 是 正 
的 ， 一 般 说 来 , 导热 系数 « 是 温度 和 压力 的 函数 . 

因此 , 当 有 粘性 和 导热 时 , 流体 中 总 的 能 量 通 量 为 


pm( 二 9 二 oO) 一 or 一 KV7. 
所 以 ,能量 守恒 的 普遍 定律 由 以 下 的 方程 给 出 : 


元 (村 pw? 十 pe)= se | pv(Bv Fw)~ VO -一 «v7 | 

(49. 2) 

这 个 方程 可 以 用 来 完备 粘性 流体 的 流体 动力 学 方程 组 .但 是 

为 了 方便 起 见 ， 借 助 于 运动 方程 组 将 方程 (49. 2) 变 换 成 另 一 种 形 

式 . 为 此 , 从 运动 方程 组 出 发 , 我 们 来 计算 单位 体积 内 流体 能 量 的 
时 间 导 数 , 则 得 


EE yp | ov.90 1 y 9 1 ep 
守 ( 言 pz pe = 总。 ar ho ea 


由 连续 方程 消去 9p/9t， 再 由 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 消去 9w/at， 
得 

充 ( 记 po+pe) 一 一 于 PVPm) 一 poy( 本 加)- VVp+ 
Ooi de 


I 六 本 一 <V' (pV). 





现在 利用 热力 学 关系 
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de=Tds—pdV=Tads+(p/p’)dp, 
求 得 
9e _m 2 9s _£_. 
a T+ 9 Nov (Pv). 
将 其 代入 前 一 个 式 子 , 并 5 引 入 灼 包 = e 十 7/p, 我 们 得 到 


A pv ‘+pe )=—(B" +w) V' (pV)— po: Vv( 豆 ”*)- 


—D:Vp+ p75 9 十 2 全 


其 次 , 由 热力 学 关系 4w 二 TQs 十 dp/pP， 我们 有 ce 
于 是 上 述 方程 右边 的 最 后 一 项 可 以 写成 
/ OV; 


.9 gv; 
Di Ox, 97, 《2 Oi ) 一 一 DX, 三 VY: (V: CI) Dp 


将 这 些 表 达 式 代入 , 并 加 上 一 个 和 减 去 一 个 V(xV7T), 即 得 
A pe )= —V: per tw) ve kT + 
OS , QD; | 
加 pT(F+o Ve) oi —V (xVT). 
(49. 3) 
将 这 个 单位 体积 内 流体 龙 量 的 时 间 导 数 表 达 式 与 式 (49. 2) 作 
比较 ,我 们 有 
9s ) QV; 
pT(B+ ovVs)=0 D+V (VT). (49. 4) 


这 个 方程 称 为 传 热 的 普遍 方程 .如 果 没 有 粘性 和 导热 ， 则 其 右边 
为 零 , 就 得 到 理想 流体 中 的 炉 守 恒 方 程 (2. 6). 

我 们 还 应 该 对 方程 (49. 4) 作 下 述说 明 ， 该 表达 式 的 左边 正好 
是 艇 对 时 间 的 全 导数 ds/ tt 乘 上 07. 量 ds/ dt 给 出 单位 质量 流 
体 在 空间 移动 过 程 中 的 粮 的 变化 率 ， 于 是 Zas/d 是 单位 质量 流 
体 在 单位 时 间 内 获得 的 热量 , 所 以 p74s/ dt 是 单位 体积 流体 所 获 
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得 的 热量 ， 因 此 从 式 (49. 4) 看 出 ， 单 位 体积 流体 所 获得 的 热量 
为 
oitaoi/3ze 十 V.(KVZ)。 

其 中 第 一 项 是 由 于 粘性 而 耗 散 成 热 的 能 量 ， 第 二 项 是 传人 该 体积 
内 的 热量 . 

将 ai k 的 表 述 式 (15. 3) 代 入 式 (49. 4), 并 将 项 Gir OVi/9ON 展 
开 , 则 得 

oi (Pe 0 )+5 cg:6 Pe. 
容易 验证 ， 0 写成 
-ot 6 or 
2 











第 二 项 为 


+: 3 .0)? 


因此 方程 (49. 0 构成 


pT(S2+ vO-Vs)=V" (KVT) + (号 Ss 


3 





—36, Et 2) 十 5(V:D) ， (49. 5) 


由 于 导热 和 内 摩擦 是 不 可 逆 过 程 ， 所 以 流体 的 焕 增 加 了， 当 
然 ， 这 里 并 不 是 分 别 指 每 个 流体 体 元 的 焙 ， 击 是 指 整 个 流体 的 总 
燃 , 它 等 于 积分 

{psav. 
每 单位 时 间 内 焙 的 改变 由 下 述 导 数 给 出 


df |psdv]/ =|raCps) /9t1ay. 


利用 连续 方程 及 方程 (49. 5), 我 们 有 
©231. 





A ee ee a 
7 了 二 5 可 SV .DID) -一 0m VS FV (xVT)J 


5 一 本 OV Ce 
i (+ 3 了 | 十 万 (V2), 


ee A 其 体积 分 可 以 变换 
成 燃 通 量 psz 在 该 体积 表面 上 的 曲面 积分 。 如 
在 无 穷 远 处 静止 的 无 界 的 流体 体积 , 则 其 界面 可 移 至 无 穷 远 处 ,这 
时 界面 上 的 被 积 国 数 为 考 ， 所 以 积分 本 身 为 老 . 0 
项 的 积分 作 如 下 变换 : 

(svev rar = 了 (Ja | day. 
假定 流体 温度 在 无 穷 远 处 是 足够 快 地 趋向 于 一 个 定 值 ， 我 们 可 以 


将 其 中 第 一 个 积分 安 换 成 无 穷 返 处 曲面 上 的 积分 ， 在 该 曲面 上 有 
VT 二 0, 所 以 该 积分 为 零 





最 局 的 结果 是 
ad K(V7) ‘Ov, ,OV 
= dV = 
| os . | 2 ee | 
0 9v) C 2 
3 Di 了， 中) aV 十 仿 (V: vw) aV., (49. 6) 


上 式 右边 的 第 一 项 是 由 导热 引起 的 灶 的 增长 率 ， 其 它 两 项 则 是 由 
， 长 率 ， 和 只 能 增加 ， 即 式 (49. 6) 右 边 之 和 必 
须 古 正 的 .上 式 右 边 任 何 一 项 的 被 积 函 数 都 有 可 能 不 为 零 ， 即 使 
其 它 两 个 积分 为 零 时 也 是 这 样 ， 由 此 可 见 ， 除 了 我 们 已 经 知道 « 
和 7 是 正 的 以 外 ,第 二 粘性 系数 5 也 是 正 的 . 

在 导出 公式 (49. 1) 时 ， 已 隐 含 了 假定 热 通 量 只 决定 于 温度 梯 
度 , 而 与 压力 梯度 无 关 ， 这 个 假定 并 不 是 一 开始 就 一 和 且 了 然 的 , 现 
在 可 以 论证 如 下 : 如 果 q 有 正比 于 Vz 的 项 ， 则 在 焙 变 化 率 表达 式 
(49. 6) 的 被 积 函 数 中 ， 将 会 包含 有 乘积 (Vp) .(V7) 的 项 、 因 为 这 
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一 项 可 正 可 负 , 则 灶 的 时 间 导 数 就 不 一 定 是 正 的 了 ,而 这 是 不 可 能 
上 。 

厄 后 ,上述 这 些 推 论 还 必需 溢 清 如 下 。 严 格 地 说 , 在 一 个 热力 
学 不 平衡 的 系统 中 , 象 在 具有 速度 梯度 和 温度 梯度 这 样 的 流体 中 ， 
有 关 热 力学 量 的 通常 定义 已 失去 意义 ， 因 而 必需 加 以 修正 . 首先 
必须 规定 , p、e 和 2 仍 和 以 前 一 样 定义 , 即 p 和 pe 是 单位 体积 流 
体 的 质量 和 内 能 , 如 是 单位 质量 流体 的 动量 ， 然 后 , 剩 下 的 热力 学 
量 哟 可 定义 为 p 和 的 销 数 ,其 范 数 关系 和 它们 在 热平衡 时 相同, 
但 是 入 8 王 s(p,@) 不 再 是 真正 的 热力 学 炉 ;严格 地 说 , 积分 


|psav 


并 不 一 定 是 随 着 时 间 而 增加 的 量 . 然而 容易 看 出 ， 当 速 度 梯 度 和 
温度 梯度 很 小 时 ， 在 现在 所 采用 的 近似 程度 下 ，s 和 真正 的 炉 相 
同 . 这 是 由 于 : 如 果 此 时 存在 着 某 些 梯度 , 则 一 般 会 导致 箭 的 附加 
项 (除了 s(o，e) 以 外 )， 不 过 能 够 改变 上 述 结果 的 项 只 有 梯度 的 
线性 项 (例如 ,正比 于 标量 V2 的 项 )， 这 些 项 必定 会 使 正 值 和 人 负 
值 都 可 能 出 现 . 但 是 ， 因 为 平衡 值 s=s(Co，e) 是 最 大 的 可 能 值 ， 
所 以 它们 应 该 一 定 的 负 的 . 因此 ， 在 和 对 各 种 小 梯度 的 笑 级 数 展 
开 式 中 , 只 能 包含 有 (除了 零 次 项 以 外 ) 二 阶 和 更 高 阶 的 项 . 
§ 15 中 已 作 过 类 似 的 注释 (参看 该 节 的 第 一 条 脚注 )， 因 为 只 
要 有 速度 梯度 出 更 ， 就 意味 着 热力 学 平衡 状态 的 破坏 ， 在 粘性 流 
体 动 量 遂 量 密度 张 量 表达 式 中 出 现 的 2， 必须 取 它 在 热平衡 时 的 
同一 函数 7 二 7(p, e)， 严 格 地 说 ， 这 种 情况 下 的 了 已 不 是 通常 意 
头 下 的 压力 , 即 不 是 作用 在 面 元 上 的 法 癌 力 ， 和 纺 的 情况 不 同 ( 殉 
上 述 ), 这 里 要 出 现 小 梯度 的 一 阶 量 ; 我 们 已 经 看 到 ， 除 了 了 以 外 ， 
力 的 法 向 分 量 还 包含 一 个 正比 下 V2 的 项 (在 不 可 压缩 流体 中 ， 
这 一 项 为 零 , 于 是 差别 只 是 更 高 阶 的 量 )， 
e。233 。 





因此 ,在 我 们 所 取 的 近似 中 ( 即 赂 去 速度 、 温 度 等 等 的 更 高 阶 
的 导数 时 ), 出 现在 有 粘性 导热 的 流体 运动 方程 组 中 的 三 个 系数 小 
< 和 x, 完全 确定 了 流体 的 流体 动力 学 性 质 . 再 引入 任何 其 它 的 项 
(例如 ， 在 质量 通 量 密度 中 包含 正比 于 密度 梯度 或 温度 梯度 的 项 ) 
前 是 没有 实际 意义 的 , 而 且 至 少将 意味 着 基本 物理 量 定义 的 改变 ; 
特别 是 速度 将 不 再 是 单位 质量 流体 的 动量 中 


$ 30. 不 可 压缩 流体 中 的 导热 


在 某 些 情 形 下 ， 导 热 的 普遍 方程 (49. 4) 或 (49.5) 可 以 大 为 简 
化 ， 如 果 流 体 的 速度 远 小 于 声速 ， 则 由 该 运动 产生 的 压力 变化 是 
如 此 之 小 ， 以 致 由 它 引起 的 密度 变化 (以 及 其 它 热力 学 量 的 变化 ) 
可 以 忽略 不 计 ， 但 是 在 上 述 的 意义 下 ， 非 均匀 加 热 的 流体 还 不 是 
完全 不 可 压缩 的 ， 因 为 它 的 密度 随 着 温度 的 变化 而 变化 ， 这 种 变 
化 通 和 是 不 能 忽略 不 计 的 . 于 是 , 即使 在 速度 很 小 的 情形 下 , 非 均 
勺 加 热 的 流体 的 密度 也 不 能 假定 是 不 变 的 .所 以 在 这 种 情形 下 确 
定 热力 党 量 的 导数 时 ， 有 必要 假定 压力 是 不 变 的 ， 而 不 是 假定 密 
度 不 变 ， 因此, 我们 有 
(六 ) ,57 Ww-( 节 ), 
又 因为 T(9s/97T)s 是 定 压 比 热 cy, 于 是 得 到 

T(gs/9T) ,=—= cr9T /9t, TYs=c,VT. 


中 更 坏 的 铺 形 是 下 述 后 果 : 引入 这 样 的 项 可 以 破坏 必要 的 守 乌 定律 .必须 记 
住 ,无 论 采 用 什么 样 的 定义 , 质量 通 量 密度 了 必须 始终 是 单位 体积 流体 的 动量 ， 因 为 了 
是 由 连续 方程 定义 的 , 即 

2p/9t--V:j=0, 
将 上 式 乘 上 ,并 在 该 流体 体积 上 积分 , 我 们 有 


a | orar )/ at= lar， 
同时 ， 因 为 积分 | ordl 确定 质心 的 位 置 , 所 以 积分 | jdV 显然 就 是 动量 
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所 以 方程 (49.4) 变 成 
1 QV, 


pod 3 se VT)=V- (KVT) Ora. 


对 于 非 均 匀 加 热 的 流体 ， 如 果 在 运动 方程 中 要 假定 密度 不 变 
的 话 , 则 流体 的 速度 必须 远 小 于 声速 , 同时 流体 中 的 温度 差 也 应 当 
很 小 ， 我 们 强调 一 下 , 这 里 是 指 温 度 的 实际 差 值 , 而 不 是 指 温 度 梯 
度 . 这 样 条 件 下 的 流体 才 可 以 假定 是 通常 意义 上 的 不 可 压 绒 流体 ; 
特别 是 ， 连 续 方程 就 是 V: 如 二 0 假定 了 温度 差 很 小 , 就 可 以 忽略 
7, K， 和 cs 随 湿 度 的 变化 ,而 认为 它们 是 常数 .我 们 象 式 (49.5) 中 
那样 写 出 oix2v;/9xi, 就 得 到 不 可 压缩 流体 的 传 热 方程 , 它 有 下 面 
比较 简单 的 形式 


37 | (vw.IT= ve 23) 
2 (vyT XAT 十 到 (3 十 光 | (50. 2) 


其 中 v=n/p 是 运动 粘性 系数 ， 并 且 已 经 用 了 导 温 系 数 六 来 代替 
K,% 的 定义 为 


(50. 1) 





A Des: (50. 3) 
对 于 不 可 压缩 流体 处 于 静止 的 情形 , 传 热 方程 特别 简单 , 其 中 能 最 
的 转移 完全 是 由 导热 所 产生 的 .上 略 去 方程 (50. 2) 中 所 包含 的 速度 
的 项 , 我 们 就 有 
oT7/9t =XAT. (50. 4) 
这 个 方程 在 数学 物理 中 称 为 导热 方程 或 傅 里 叶 方 程 。 当然， 我 们 
可 以 更 为 简单 地 得 出 导热 方程 ， 而 不 必 利 用 运动 流体 中 传 热 的 普 
过 方程 . 根据 能 量 守恒 定律 ， 单 位 时 间 内 某 体积 所 吸收 的 热量 必 
须 等 于 通过 该 体积 的 界面 而 进入 的 总 的 热 通 量 . 就 我 们 所 知 ， 这 
样 的 守恒 定律 能 够 表示 成 热量 的 “连续 方程 >， 由 单位 时 间 内 单位 
体积 所 吸收 的 热量 等 于 负 的 热 通 量 密度 的 散 度 ， 我 们 就 得 到 这 个 
方程 ， 前 者 是 pcz37/3t; 因为 在 整个 静止 的 流体 中 , 压力 当然 不 
变 , 所 以 我 们 必须 取 比 热 cz. 令 pcy37/3t 等 于 一 V4 二 kVT, 我 们 
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就 得 到 方 得 (50. 4). : 
必须 指出 ， 将 导热 方程 (50. 4) 应 用 到 流体 中 去 的 可 能 性 实际 
上 是 非常 有 限 的 ， 因 为 在 引力 场 中 的 流体 ， 即 使 有 很 小 的 温度 梯 
度 , 通常 就 会 引起 相当 大 的 运动 (对 流 , 见 $ 56). 因此 , 只 有 当 温 度 
梯度 的 方向 与 引力 的 方向 相反 时 ， 或 者 流体 的 粘性 非常 大 时 ， 实 
际 上 才能 有 静止 的 流体 .然而 ， 由 于 固体 中 的 导热 过 程 也 由 方程 
(50. 4) 形 式 的 导热 方程 来 描写 , 所 以 研究 这 个 方程 就 非常 重要 , 因 
此 , 在 $ 51 和 $ 52 中 , 我 们 将 更 为 详细 地 讨论 导热 方程 . 
如 果 非 均匀 加 热 的 静止 介质 的 温度 分 布 在 时 间 过 程 中 保持 不 
变 ( 借 助 于 外 部 的 某 种 热 原 ), 则 导热 方程 变 成 
A (50. 5) 
因此 静止 介质 中 的 定常 温度 分 布 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 在 «不 能 认 
为 是 常数 的 更 一 般 的 情形 下 , 我 们 用 方程 
V: (kVT)=0 (50. 6) 
来 代替 方程 (50. 5). 
如 果 流 体 包 含有 外 部 热源 (例如 用 电流 加 热 )， 则 导热 方程 必 
须 相 应 地 包含 附加 项 ， 设 8 是 这 些 外 部 热源 在 单位 时 间 内 加 给 单 
位 体积 流体 的 热量 ; 一 般 说 来 , @ 是 空间 坐标 和 时 间 的 函数 . 于 是 
热平衡 方程 ( 即 导 热 方程 ) 为 
per9T /9t = kVT 十 CO。 (50.7) 
现在 来 给 出 导热 方程 的 边界 条 件 ， 即 在 两 种 介质 界面 上 要 满 
鲜 的 条 件 。 背 先 , 两 种 介质 的 温度 在 边界 上 必须 相等 , 即 
T=T,. (50. 8) 
此 外 ， 从 一 种 介质 流出 的 热 通 量 必须 等 于 流入 另 一 种 介质 的 热 通 
量 ， 将 坐标 系 取 在 所 讨论 的 这 部 分 界面 上 (此 时 , 这 部 分 界面 相对 
于 坐标 系 是 静止 的 ), 对 于 每 一 个 面 元 4f, 我们 可 以 将 这 个 条 件 写 
成 
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CVD Af = (Kk2VT,) df. 
令 (VT) 2 二 (97T/9n)dj, 其 中 97/9n 是 了 沿 界 面 法 问 的 导数 , 旭 
得 该 边界 条 件 的 形式 为 
K19T /9n = rk.9T, /9n. (50. 9) 
如 果 在 分 界面 上 还 有 外 部 热源 ， 其 单位 时 间 内 在 单位 面积 上 
产生 的 热量 为 8, 则 边 条 件 (50. 9) 必须 代 之 以 
KO9T 1 1971 一 K297 /137 = 0'. (50. 10) 
在 涉及 温度 分 布 的 实际 问题 中 , 如 果 存 在 有 热源 , 热源 强度 遂 
常 表 示 为 温度 的 函数 ， 如 果 函 数 8(T) 随 T 了 增加 得 足够 快 , 则 在 其 
边界 上 保持 着 固定 条 件 (例如 保持 特定 的 温度 ) 的 物体 中 ， 建 立定 
党 的 温度 分 布 是 不 可 能 的 ， 传 出 物体 外 表面 的 热 损 失 将 正比 于 物 
体 和 外 部 介质 之 间 的 温度 差 7 一 7,， 而 与 物体 内 部 产生 热 的 规律 


能 就 不 足以 达到 平衡 状态 ， 

关于 建立 定常 热 状态 的 不 可 能 性 , 构成 了 热 爆 炸 理 论 的 基础 ， 
这 种 理论 是 由 谢 苗 诺 夫 (H. H.CeméHoB，1928) 发 展 起 来 的 。 如 
果 放 热 的 燃烧 反应 速度 随 温度 增加 得 足够 快 ， 定 第 分 布 的 不 可 能 
性 就 导致 物质 的 快速 地 非 定 常 点 火 ， 并 由 反应 的 加 速 而 演变 成 为 
爆炸 . 对 于 热 生 成 是 温度 的 指数 函数 的 情形 ， 弗 兰 殉 -上 卞 缅 涅 茨 基 
(及 . A. 中 paaKk- 疏 aMeHelKH 首 ) 已 给 出 了 定量 的 理论 ( 见 问 题 1 号. 

问 题 

问题 !， 设 由 两 个 平行 的 无 限 大 平面 所 界 的 物质 层 中 , 分 布 有 单位 体积 

QD 爆炸 燃烧 的 反应 速率 与 温度 的 依赖 关系 可 粗略 地 表示 为 e-?'R7， 因 而 热 的 
生成 速率 也 是 如 此 ， 基 中 常数 已 很 大 ， 弗 兰 克 - 卡 缅 涅 欧 基 已 经 证 明 : 为 了 研究 热 爆 
炸 的 条 件 ， 必 须 讨 论 当 物质 点 火 还 比较 慢 时 的 反应 过 程 ， 于 是 用 e-V/RToeV'7-T0 R79 
来 代替 e-Z/R87, 其 中 了 是 外 界 的 温度 ， 更 详细 的 讨论 见 ， 工 . A. BPpagk- 人 axcHemtaii, 
8083 1 ReREOzeDeOaxtd 6 rumunecnod wunemure, n3a. AHCCCP, 1947. 
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的 强度 为 8 二 Woe""7 的 热源 , 且 两 平面 上 保持 不 变 的 温度 T,, 试 求 可 能 
现 定 常温 度 分 布 的 条 件 . 
解 : 在 这 里 , 定常 的 导热 方程 为 
kd:T/dzx’= — Qoe-er-70), 
边界 条 件 为 
当 z= 二 0 和 7z 一 27 时 ;全 一 了， 
共 中 27 是 该 介质 层 的 厚度 引入 无 量 纲 变数 +=a (T 一 70) 和 5=z/1， 则 
+ “十 4er 一 0， 

其 中 

Ai=Qoal?/k, 
将 这 个 方程 ( 乘 上 2r 之 后 ) 积 分 一 次 , 求 得 

T=—2h (er — er), 
其 中 ro 为 常数 ， 它 显然 就 是 r 的 最 大 值 ， 根 据 对 称 性 , 必须 在 该 层 的 中 间 ， 
即 5=1 时 , 达到 这 个 值 ， 所 以 根据 条 件 £==0 时 有 T+=0, 再 积分 一 次 得 


1 rr dr [ 
一 一 一 一 =- 一 一 一- 一 -一 c= 
<721 | \ (€™— er") | os 1， 


算出 该 积分 , 我 们 有 


-本 re A ] 
ee 2 Arche: =V (4 ) 


由 这 个 方程 确定 的 国 数 4(ro)， 在 某 个 确定 的 值 ro 一 ro, 目 处 具有 最 大 值 
4 一 4k。 如 果 14 二 46， 则 不 存在 满足 边界 条 件 的 解 0， 有 关 的 数值 为 /= 
0.88, To0, 痢 二 1.29, 

问题 2， 在 静止 流体 中 浸 人 一 球 . 设 流体 保持 有 恒定 的 温度 梯度 ， 试 确 
定 流 体 和 球 中 最 终 的 定常 的 温度 分 布 

解 : 温度 分 布 在 整个 空间 中 满足 方程 AT 一 0， 在 = 尽 时 有 边界 条 件 为 

TI=T,, KK19T;/97= KK,.9T,/97, 
其 中 书 是 球 的 半径 ， 带 有 下 标 1 和 下 标 2 的 量 是 分 别 指 球 上 和 流体 中 的 值 ; 
同时 在 无 穷 远 处 有 VT 二 4, 其 中 4 是 给 定 的 温度 梯度 ,根据 问题 的 对 称 性 ， 
4 是 能 够 定 出 所 需 解 的 唯一 矢量 ， 拉 普 拉 斯 方程 的 这 样 的 解 为 


中 在 4 过 4 可 时 方程 (1) 的 两 个 根 中 , 只 有 较 小 的 根 对 应 于 稳定 的 温度 分 布 . 
@@ 对 于 球状 区 域 ( 其 半径 为 了 ) 的 对 应 值 为 4 临 =3.32, to, 省 二 1.47; 而 对 于 无 限 
长 的 柱状 区 域 , 4 而 一 2.00, ro 站 二 1.30， 
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人 == 常数 XA 
以 及 
7 一 常数 XA.V( 二 ) 
注意 到 解 在 球 心 必须 有 限 , 我 们 寻求 下 列 形式 的 解 
了 一 Cl4.r， 了 一 CA.r/73 十 Ar。 
根据 = 五 的 条 件 , 确定 出 常数 cy 和 c* 结果 是 
y Ls Sy Tu | 1+ Ca (RE) | 4 
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§ 51， 无 限 大 介质 中 的 导热 

现在 来 研究 无 限 大 的 静止 介质 中 的 导热 .这 类 问题 最 一 般 的 
提 法 为 : 在 初始 时 刻 上 =0 时 给 定 整 个 空间 的 温度 分 布 : 

当 t=0 时 ， 人 2， 2), 

其 中 人 T, 是 某 个 给 定 的 坐标 的 函数 , 要 求 定 出 以 后 整个 时 间 过 程 中 
的 温度 分 布 。 

将 所 求 的 函数 世 展 成 坐标 的 傅 里 叶 积 分 : 

T= 人 tJexp Cik.r)dk, dk=adkdbdk, (51.1) 


其 中 展开 式 中 的 系数 由 下 面 的 关系 式 给 出 : 
T(t)= Go y', 2', tJexpC— ik.r') day, 
dyV'= dzx'dy'adz'. 
将 表达 式 (51. 1) 代 入 方程 (50. 4), 则 得 
| bX )explik.r) dk—0, 
由 此 
aT,/ dt +k XT,=0., 
这 个 方程 给 出 7; 为 时 间 的 尔 数 : 
T,—~exp(—E XE TR, 
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将 其 代入 式 (51. 1), 求 得 


Ta [Tuexp(—h*xt)exp(ik.r) dk. (51. 2) 
因为 当 1t=0 时 ， 必 须 有 T=T,(x,y,z)， 所 以 Tw 显然 吓 立 数 


T(x,y, 2 的 傅 里 时 积分 的 展开 系数 : 
Tu 一 G2) |To Ce, y',z exp(— ik.r av’. 
最 后 , 将 To 的 上 述 表 达 式 代入 式 (51. 2), 吏 得 到 
=a) ||To(e, y', 2 exp(— kxt)exp[Lik.(r—r') x 
xavV’'ak. 
对 R 的 积分 是 三 个 简单 积分 的 乘积 , 其 每 一 个 的 形式 为 
| exp( 一 笠 4t)exp[ikr(z 一 z)]ak。 
=| exp( 一 好 xieost(z 一 za8a 
因为 正弦 函数 是 奇 图 数 , 所 以 将 式 中 cos 换 成 sin 后 , 类 似 的 积分 
为 零 。 利 用 下 述 公 式 
号 exp(—ax’) Rr 


(o>0), 
最 后 有 
T(z, Y, %, 有 = Te 2 ， 2 ) x 
Xxexpt—[(x—72) + yy) + (zo—2) 4Xt} a 
(51. 3) 


这 个 公式 给 出 了 问题 的 全 部 解答 ， 它 通过 已 知 的 初始 温度 分 布 确 
定 了 任何 时 刻 的 温度 分 布 . 

如 果 初 始 盘 度 分 布 只 是 一 个 坐标 z 的 国 数 ， 于 是 在 公式 
《51. 3) 中 能 对 y 和 2 积分 , 由 此 得 到 
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T(z, 1) = 77a) Texp[— (zx—7x') /4Xt cz ， 


(51. 4) 
设 在 t=0 时 ,除了 在 平面 z=0 处 无 限 落 的 一 层 上 温度 为 无 限 大 以 
外 , 整个 空间 的 温度 均 为 零 , 而 在 平面 z= 0 这 薄 层 上 总 的 热量 ( 正 
比 于 | rs(z)az) 是 有 限 的 ， 这 样 的 温度 分 布 可 以 用 6 函数 来 表示 


Te(z)= 常 数 x 5(z)， 于 是 公式 〈51. 4) 的 积分 中 只 需 将 *' 换 成 
零 即 可 , 其 结果 为 


T(t) = 第 烤 X77 Zep(— zx*/4X1). (51.5) 


类 似 地 , 如 果 初 始 时 刻 的 有 限 热量 集中 在 一 点 上 (原点 ), 则 以 
后 时 刻 的 温度 分 布 公式 为 


z T(r !) = 常数 x 8c-F7jieXp( 一 7*/4%t)， (51. 06 


其 中 7+ 是 到 原点 的 距离 ， 在 时 间 
过 程 中 ， 点 7=0 上 温度 按 -7 
的 规律 减 小 ， 而 周围 空间 的 温度 
相应 地 升 高 ， 同 时 温度 显著 地 异 
于 零 的 区 域 扩展 在 着 (图 29)， 

这 种 扩展 的 规律 主要 决定 于 公式 
(51. 6) 中 的 指数 因子 . 我 们 看 出 ， 
这 个 区 域 线 度 的 量 级 ! 是 由 12/ 
Xt 和 ~1 决定 的 , 所 以 


[~ (Xt), (51.7) 
即 Z 随时 间 的 和 平方根 的 增加 而 增加 . SS 
也 可 以 用 稍微 不 同 的 方法 来 i 
说 明 公 式 451.7)。 设 上 是 物体 线 图 29 
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度 的 量 级 ， 于 是 我 们 可 以 认为 , 如 果 物 体 加 热 是 不 均匀 的 , 则 使 整 
个 物体 的 温度 变 得 大 体 上 相同 所 需 时 间 的 量 级 7 为 

tr~l/X. (51. 8) 
时 间 7 可 以 称 为 于 热 的 弛 了 生 时 间 , r 正比 于 物体 线 度 的 平方 , 同时 
反比 于 导 温 系数 . 

由 上 面 公 式 所 描述 的 导热 过 程 具有 这 样 的 性 质 ， 即 任何 扰动 
的 影 啊 在 瞬间 就 传 帝 整 个 空间 .从 公式 (51. 5) 看 出 ， 来 自 点 源 的 
热 是 如 此 传播 的 , 即使 是 项 刻 之 间 , 介质 的 温度 也 只 是 在 无 穷 远 处 
才 等 于 去 .对 于 导 温 系数 依赖 于 温度 的 介质 , 只 要 多 处 处 不 为 零 ， 
这 个 性 质 同 样 成 立 。 但是, 如 果 X 是 温度 的 某 个 函数 ， 而 当 卫 =0 
时 有 YX=0， 则 减缓 了 热 的 传播 ， 以 致 在 任 一 时 刻 ， 给 定 的 扰动 
影响 只 扩展 到 空间 的 一 个 有 限 区 域 (我 们 推测 这 个 区 域 以 外 温度 
可 以 看 成 为 零 )。 这 个 结果 连同 下 面 问题 的 解 ， 都 是 泽 尔 道 维 奇 
(并. B. 3expxoBH4) 各 柯 姆 帆 涅 获 (A.C.KoMnaneeu) 在 1950 年 


得 到 的 . 


问 题 

问题 1 一 介质 的 比 热 和 导 温 系数 为 温度 的 宕 国 数 ， 而 密度 为 常数 ， 设 
在 给 定 的 时 刻 ， 某 个 区 域 已 接收 到 由 一 任意 热源 传 来 的 热 ( 该 区 域 的 外 面 温 
度 为 零 ), 试 求 出 温度 在 这 个 区 域 边 界 附 近 趋 向 于 零 的 规律 . 

解 : 如 果 x 和 cp 为 温度 的 宁国 数 , 则 导 温 系 数 多 和 烩 

2 一 oa 
《路 去 包 中 的 常数 也 是 温度 的 填 函 数 ， 因 此 可 以 设 X%= ae 有 *， 其 中 于 =Ci 
表示 单位 体积 琉 体 的 答 ， 于 是 导热 方程 
pep9T /at 一 VCKYT) 
变 成 
a /9t=av. (W"vIT). (1) 

在 很 短 的 时 间 闻 隔 内 , 该 区 域 的 一 小 块 边界 可 以 看 成 平面 ， 它 在 空间 的 
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位 移 速 度 ”可 以 认为 不 变 ， 由 此 , 我们 计 找 方程 (1) 具 有 形式 WW= 主 (2 一 94) 
的 解 , 共 中 xz 是 其 方向 垂直 于 边界 的 坐标 .我们 有 


—vaW /ar=ad(W"dy /dzx) /dvx, (2) 
经 过 两 次 积分 之 后 , 由 此 求 得 钱 趋向 于 零 的 方式 为 
于 一 | zw (3) 


其 中 |z| 是 离 受 热 区 域 边 界 的 距 房 。， 这 也 证 实 了 我 们 的 结论 ， 如 果 n 汪 0， 则 
受热 区 域 存在 一 个 边界 , 在 边界 以 外 琴 和 了 均 为 堆 . 如 果 <0， 则 方程 (2) 
没有 在 有 限 距 离 上 趋向 于 零 的 解 ， 即 在 所 有 时 刻 , 热 都 分 布 在 整个 空间 . 
问题 ?、 设 在 问题 1 的 介质 中 , 初始 时 刻 有 热量 集中 在 乎 面 z=0 上 , 共 
单位 面积 上 的 热量 为 @, 除 此 以 外 , 处 处 有 了 T 了 =0。 试 确定 以 后 各 个 时 刻 的 温 
度 分 布 . 
解 : 在 一 维 的 情形 下 , 问题 1 中 的 方程 (1 ) 为 


aW 9 1 本 
Sr = 27 ) 1) 
从 我 们 能 够 利用 的 参数 8 和 a 以 及 变量 x 和 t， 只 能 构成 一 个 无 量 纲 的 组 合 
| < 一 2 (Qat) 2+n), (2) 


龟 和 ea 的 量 纲 分 别 为 尔格 /厘米 :和 ({( 昕 米 2/ 秒 ) (厘米 3/ 尔 格 )"。， 因 此 , 所 求 
函数 下 (x, 引 的 形式 必须 是 
W=(@/at) 2+nf (8), (3) 
这 里 挟 无 量 纲 国 数 f(5) 有 乘 上 一 个 量 纲 为 尔格 /厘米 :的 量 ， 以 此 代入 方程 
(1)， 给 出 
Ct") t+ 0. 


这 个 常 微分 方程 有 一 个 简单 的 满足 问题 条 件 的 解 , 其 
f (8) =| 了 人 —#)/ 2+ | " (4) 
其 中 上 是 积分 常数 . 

当 % 盖 0 时 , 这 个 公式 给 出 平 而 z= 士 zm 之 间 区 域 中 的 温度 分 布 (z= 十 2 
对 应 于 方程 5= 十 上 ,在 这 个 区 域 之 外 ,三 =0， 由 此 得 出 ， 被 加 热 区 域 随时 
则 扩展 的 规律 为 

二 党 数 XXE1 人 tm), 
常数 5。 由 总 热 最 不 变 的 条 件 来 确定 : 
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0=| az= @| fdé, (5) 





由 此 我 们 有 
(tne T (3+1/n) 
ee | 本 
?3TTRA 2 ['*(1/n) 
当 % 二 一 p<0 时 , 我们 将 解 写 成 形式 
f (8) =| a e+ s)| i 


这 里 , 热 分 布 在 整个 空间 中 , 而 在 很 大 的 距离 上 爷 随 zr 而 减 小 ， 这 个 解 只 
适用 于 ”<2 的 情形 , 当 > 之 2 时 , 归 一 化 积分 (5) (现在 积分 区 域 扩 展 到 土 o2) 
发 散 ， 其 物理 意义 是 热 立 刻 就 被 传导 至 无 穷 远 处 ， 当 ><2 时 , 式 (7) 中 的 党 
数 5 由 
No 
322) (1» 3) (8) 


so = > i 


人 1 
给 ! . 


最 后 , 当 ?>0 时 , 我 们 有 & >2/MMn，, 由 问题 1 中 的 公式 (3), 以 及 此 题 
的 式 (1) 和 式 (4), 给 出 解 为 


2 


| © ( ) 9 
= 一 一 一 一 一 ] 一 一 一 一 2 一 一 一 一 -一 让 21 
时 lim /77 “4at 2 rat expat), 
它 和 公式 (51. 5) 一 致 , 


8 32. 有 限 介 质 中 的 导热 

在 有 限 介质 的 导热 问题 中 ， 初 始 温度 分 布 不 足以 确定 出 唯一 
的 解 , 还 必须 给 定 介质 表面 的 边界 条 件 . 

现在 来 研究 半 无 限 空间 (z 盖 0) 中 的 导热 问题 ， 让 我 们 从 界面 
7X 二 0 上 保持 某 个 恒定 温度 的 情形 开始 , 不 妨 把 这 个 界面 上 的 温度 
取 为 零 。 在 切 始 时 刻 时 ， 照 例 给 定 整 个 介质 中 的 温度 分 布 ， 寺 是 
边界 条 件 和 初始 条 件 为 

在 z=0 上 ,了 T=0; 


(52. 1) 
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有 
借助 于 下 面 的 技巧 ， 导 热 方程 满足 这 些 条 件 的 解 可 以 化 成 各 
个 方向 都 是 无 限 的 介质 中 的 解 . 我 们 想象 介质 充满 着 平面 z=0 
的 两 边 , 当 t=0 及 x 二 0 时 , 温度 分 布 给 定 为 一 7,， 也 就 是 在 整个 
空间 中 , 给 定 初 始 时 刻 的 温度 分 布 为 x 的 奇 国 数 : 
全 ,( 一 2 9y,2)=—T, (x,y, 2)。 《52. 2) 
根据 等 式 (52. 2), 有 
T.(0,y, 2)=—T,(0, y, 2)=0, 
即 当 二 0 时 , 自动 满足 必要 的 边界 条 件 (52. 1), 再 根据 对 称 性 , 显 
然 对 所 有 有 时刻 芋 都 满足 这 一 条 件 ， 
因此 , 问题 化 为 求 无 限 介质 中 方程 (50. 4) 的 解 , 它 具 有 满足 式 
(52. 2) 的 初始 国 数 7T,(z,y，z)， 而 没有 边界 条 件 。 于 是 我 们 可 以 
利用 普遍 公式 (51. 3)。 现 将 x 的 整个 积分 区 域 分 成 两 个 部 分 : 从 
一 co 到 0 和 从 0 到 十 coo， 利用 关系 式 (52.2), 于 是 有 


1 i f f } 
T (2X, Y, 2， )= sr) | | mc ;2 ;2 )X 


x {exp[— (zx—7x)*/4Xt|—exp[—(z+7x) /4Xt]} x 
xexp{(—[(y—9)° + (m2) /AXt} ddy dz 
(52.3) 
这 个 公式 给 出 了 回 题 的 解 ， 因 为 它 确定 出 整个 介质 ( 即 所 有 z>0 
处 ) 的 温度 . 
如 有 果 幼 始 温 度 分 布 只 是 x 的 图 数 , 则 公式 (52. 3) 变 成 


7(z 站 = 元 7 | Te) (exp[— (2—s)/4xt]— 
—exp[— (z+7r)/4Xt1}ar’. (52. 4) 
作为 一 个 例子 , 现在 来 研究 这 样 的 情形 ,除了 在 zx=0 之 外 , 初 
始 温 度 处 处 为 一 给 定 的 当 数 .不 失 一 般 性 ， 可 取 这 个 常数 为 一 1. 
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平面 7 一 0 上 的 温度 始终 为 零 ， 将 了 (zz)= 一 1 代 和 人 式 (52.4)， 立 
邯 得 到 相应 的 解 ， 式 (52.4) 中 的 积分 是 两 个 积分 之 和 ， 把 每 一 个 
积分 中 的 变量 换 成 
E 一 (2 一 2)/2、Azt 
则 得 了 (x,t) 的 表达 式 为 
| T(x, 1) 一 方 {erff—¢/2vV Xt] erf [zr /2 XI), 
其 中 函数 erfz 定义 为 
2 
erfz= |) 。 dé, (52, 5) 
并 称 为 误差 函数 (注意 ，erf oo 一 1)， 因 为 erf( 一 7) 二 一 erfx， 我 
们 最 后 有 
T(x, 1) = —erf[zx/2Xt]. (52, 6) 
图 30 中 画 出 了 函数 erfz 的 曲线 ， 在 时 间 过 程 中 , 空间 的 温度 分 布 
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变 得 越 来 越 均匀 .这 个 过 程 是 以 这 样 一 种 方式 进行 的 ， 即 任何 给 
定 的 温度 值 按 正比 于 ~ t 的 规律 “移动 >， 显 然 ， 这 个 最 后 的 结果 
是 正确 的 ， 因 为 所 讨论 的 问题 只 以 一 个 参量 为 特征 ， 这 个 参量 即 
边界 平面 与 其 余 空 间 之 间 的 初始 温度 差 T,; 在 上 面 的 讨论 中 , 这 
个 差 值 被 任意 地 了 到 为 1]， 从 我 们 所 能 利用 的 参数 了 TT。 和 XX 以 及 变 
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数 x 和 中 ,只 能 构成 一 个 无 量 纲 的 组 合 , 即 z/vVXt， 因 此 所 求 的 
温度 分 布 显 然 必须 由 形式 为 了 ==7,f(z/VXt) 的 函数 给 
现在 来 研究 介质 界面 是 绝 热 的 情形 ， 也 就 是 说 在 平面 + 二 0 

上 没有 热 通 量 , 所 以 必须 有 37T/3x 一 0， 由 此 我 们 有 如 下 的 边界 条 
件 和 初始 条 件 : 

当 z= 二 0 时 , 97 /9x =0; 

当 t=0 及 70 时 ,T=T,(x, y, 2). | 
为 了 求解 , 我 们 按照 前 一 个 问题 的 办 法 来 进行 , 即 仍 旧 想 象 介 质 充 
满 着 平面 z=0 的 两 边 ， 这 里 初始 温度 对 平面 z=0 是 对 称 的 ， 换 
名 话说 , 现在 假定 7,(x, y, z) 是 x 的 偶 函 数 : 


(52.7) 


TI(—2,y,2)=T, (zr, y,2). (52. 8) 
因此 有 

97 (zy 2)/97= —9oT(—7,y,2)/97, 
以 及 

在 + 二 0 时, 27T,/9x==0. 
显然 , 根据 对 称 性 , 这 些 条 件 对 所 有 的 时 间 二 都 将 继续 满足 . 
重复 以 前 给 出 的 计算 , 但 是 用 条 件 (52. 8) 来 代替 条 件 (52. 2)， 

得 出 问题 有 如 下 形式 的 通 解 


用 人 y， 4 =gcamm| | We 2 ， 2 ) xX 
x {exp[— (zx—72)/4Xt exp[— (+r) /4Xt]} x 
xexp{—[(y—Yy) :+2 2) /AXt}dr'dy dz'. 
(52. 9) 
T(t) = F777 | Te) {exp[L— (Cw —ae) /4 + 
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eb (52. 10) 

现在 再 来 研究 男 一 种 类 型 边界 条 体 的 问题 ， 也 能 将 导热 方程 解 成 

通 解 形式 ， no z+ 二 0 进入 介质 ， 
其 边界 条 件 和 初始 条 件 为 


在 z= 二 0 有 ,一 xk27T /97x = g(t); 
) (52.1]) 
当 t=—00,7x>0 hh, T=0, 


其 中 4() 是 给 定 的 函数 . 
我 们 先 来 解 一 个 辅助 问题 , 其 中 4(t)=6(t). 很 容易 看 出 ,这 
个 问题 实际 上 等 价 于 在 无 限 大 介质 中 从 点 源 发 出 的 热 传 播 问题 ， 
该 点 源 产生 出 给 定 的 热量 ， 这 是 因为 +==0 的 边界 条 件 一 x*97T/9% 
二 6(t), 它 在 物理 上 意味 着 在 1=0 时 通过 平面 z=0 上 每 一 单位 
面积 流入 单位 热量 ， 而 在 条 件 为 上 =0 时 了 =2600z)1pcs 的 问题 
中 , 则 表示 当时 刻 三 =0 时 , 有 热量 
| pcsTar =2 
集中 在 该 面积 上 , 然后 其 中 一 六 六 z 正身 传播, 另 一 半 则 说 zx 负 国 
传播 . 所 以 很 清楚 ,这 两 个 问题 的 解 是 一 样 的 . 因此 根据 式 (51.5)， 
我 们 求 得 
kT(x, £)=~X/rt exp(— x/4Xt). 
因为 方程 是 线性 的 ， 不 同时 刻 流入 热量 的 影响 可 以 简单 地 区 
加 , 于 是 在 条 件 (52. 11) 下 , 要 求 的 导热 方程 的 通 解 为 
xT(2, ) 一 f Ws 人 
(52. 12) 
特别 是 , 平面 z= 二 0 上 温度 的 变化 规律 为 
kT (0, £) | | 


利用 这 些 结 果 ， 立 即 可 以 得 到 田 一 个 问题 的 解 ， 其 中 在 平面 
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s(t)dr (52. 13) 
x(t—r7) 





7 一 0 上 温度 了 是 给 定 的 二 的 国 数 : 

当 z=0 时, 全 一 全 7 

站 (52. 14) 
为 此 我 们 指出 , 如 果 某 个 国 数 (zz, 轨 满 足 导 热 方程 ， 则 它 的 导数 
97 /9z 也 满足 该 方程 ， 将 式 (52. 12) 对 x 微分 , 我们 得 到 


9T(z,D) [ rqg(t) 2 
一 KE =| Br XpL /A(t —r) dr. 


这 个 函数 满足 导热 方程 ,同时 (根据 式 (52. 11)) 在 zx 二 0 时 , 其 值 为 
g(t). 于 是 它 给 出 具有 条 件 (52. 14) 的 问题 所 要 求 的 解 .以 T(x, #) 
代替 一 kr97T /az, 并 以 Tt) 代替 g(t), 我 们 就 得 到 

‘ 


zn| TE Shexp[ — 2/4X Ct —7T)ldr. 


TN) 
(52.15.) 
经 过 简单 的 计算 , 求 出 通过 界面 z=0 的 热 通 量 4= 一 Kk9T/92 为 
K [rdTAr) dr 
a |、 dr V(t) 
这 个 公 云 征 式 (52. 13) 的 反 演 . 

对 于 在 界面 z=10 上 温度 是 时 间 的 某 个 周期 国 煞 的 这 类 重要 
问题 , 即 在 z=0 时 有 了 =7Toe-'*', 很 容易 得 出 它 的 解 . 很 清楚 , 整 
个 空间 的 瘟 度 分 布 也 一 定 是 通过 因子 er- 而 依赖 于 时 间 的 . 因 
为 一 维 导热 方程 与 方程 (24. 3) 在 形式 上 相同 ， 而 方程 (24. 3) 确 定 
了 振动 平面 上 部 粘性 流体 的 运动 ; 由 式 (24. 4) 类 推 , 我 们 立即 可 以 
写 出 所 要 求 的 温度 分 布 ， 

T=T,exp[—zs(0/2X) Jexp{tifr vo/2X)— ot]}. 
(52. 17) 
我 们 看 到 , 界面 上 温度 的 起 伏 以 热 波 的 形式 同 外 传播 , 这 种 热流 很 
快 地 在 介质 内 部 衰减 掉 ， 





(52. 16) 





q(t)= 
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男 一 类 导热 国明 晨 : 在 非 均 名 册 热 的 在 限 物 体 中 ,物体 表 而 上 
保持 给 定 的 条 件 ， 研 究 其 温度 均匀 化 的 速 席 ， 为 了 用 一 般 的 方法 
i 0 页 ， ee - 求 0 wa Te (ye 


NT (52. 18) 

在 给 定 的 边界 条 件 下 ， 这 个 方程 只 有 对 某 些 特定 的 4， 即 方 
程 的 本 征 什 , 才 有 非 堆 解 . 

所 有 本 征 值 都 是 实数 , 而 且 是 正 的 , 同时 对 应 的 函数 7 (zx, y， 
2) 构 成 了 完备 的 正 交 函数 系 ， 国 数 7T,(x,y, 2) 给 出 初始 时 刻 的 温 
度 分 布 , 将 它 展 成 函数 TT; 的 级 数 , 则 

To(z,， Yy, 2) 一 之 Ca (2， 2), 
我 们 得 到 所 求 的 解 的 形式 为 
2 之 人 EXDC NY) (52. 19) 

温度 均匀 化 的 速率 显然 由 相应 于 最 小 和 的 项 决定 , 这 个 最 小 

的 4 可 记 作 和. “均匀 化 时 间 ” 可 以 定义 为 rz=1/4， 


上 9] 题 

问题 1， 设 球面 上 (半径 为 吾 ) 温度 是 一 个 已 给 定 的 时 间 的 函数 p(t), 
试 确定 球面 周围 的 温度 分 布 ， 

解 : 在 中 心 对 称 的 温度 分 布 的 条 件 下 ， 导 热 方程 在 球 坐 标 中 可 写 为 
927T/92t==(X/7)2? (rT)/37?， 将 ?T(r7t) 二 Fl7,t) 代 和信， 并 且 将 其 简化 为 
9F/3t 二 X22 了 /97r?， 这 就 是 通常 的 一 维 导热 方程 ， 于 是 , 根据 式 (52.15)， 立 
即 可 以 找到 所 求 的 解 , 它 是 


R(r—R 
pr exp[— (7— RD)2714X (t—7) ldr, 


问题 2. 与 问题 1 相同 , 但 是 将 球面 上 温度 改 为 Toe i? 
解 : 类 似 于 式 (52. 17), 我 们 得 到 
T=T,exp(— i01) (R/r)exp[— (1~1) (7—B) V (o/2X) ]， 
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了 (7, t)= 





问题 3， 设 边 长 为 & 的 立方 体 , 其 表面 条 件 为 ; (a) 保持 温度 了 一 0 (5) 
是 绝热 面 . 试 确定 温度 均匀 化 的 时 间 ， 

解 ， 在 情形 (ca) 中 , 4 的 最 小 值 由 方程 (52. 18) 的 下 述 解 给 出 , 即 

T= sin (xz/a) sin (xy/a) sin (rz/a) 

(坐标 原点 取 在 立方 体 的 一 个 角 上 )， 这 时 T==1/41==4/3x*X， 在 情形 (5) 
中 , 我 们 有 了 二 eos (xz/a) (或 者 是 y 或 2 的 同一 函数 )， 此 时 rz 一 02/ xn2X. 

问题 4， 与 问题 3 相同 , 但 是 将 立方 体 改 成 半径 为 且 的 球 . 

解 : 4 的 最 小 值 由 方程 (52. 18) 的 中 心 对 称 解 ?= (1/7) sinkr 给 出 ,对 
于 情形 (@),Kk 二 zx/R， 则 T=1/Xk? 二 BR/Xx?， 对 于 情形 (5)， 龙 是 方程 KR= 
tgkR 的 最 小 非 零 根 , 由 此 我 们 求 得 R=4.493, 则 + 二 0.050R2/X. 


$ 93， 传 热 的 相似 律 


流体 中 的 传 热 过 程 比 固体 中 更 为 复杂 ， 央 为 流体 还 可 以 有 运 
动 . 一 个 热 物 体温 没 在 运动 的 流体 中 , 比 浸没 在 静止 流体 中 的 冷 友 
要 快 得 多 , 因为 在 静止 流体 中 , 只 由 导热 来 实现 传 热 ， 我 们 把 非 均 
匀 加 热流 体 的 运动 称 为 对 流 . 

我 们 将 假定 流体 中 的 温度 差 是 如 此 之 小 ， 以 致 可 以 假设 流体 
的 物理 性 质 与 温度 无 关 ; 同时 , 这 一 温度 差 又 是 如 此 之 大 ， 以 致 与 
它们 相 比 ， 由 内 摩 榨 能 量 耗 散 产生 的 热 所 引起 的 温度 改变 仍 可 以 
忽略 不 计 ( 见 $ 55)， 于 是 ， 方 程 (50. 2) 中 的 粘性 项 略 去 之 后 剩 下 

oT/ot TD VyT=XAT. (53. 1) 
其 中 =k/ pos 是 导 温 系数 ， 这 个 方程 , 加 上 纳 维 -斯 托 克 斯 方 各 
和 连续 方程, 足以 确定 所 讨论 条 件 下 的 对 流 . 

在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 的 兴趣 只 限于 定常 的 对 流 流动 0， 于 

是 所 有 的 时 间 导 数 均 为 零 , 从 而 可 得 出 下 列 基本 方程 
VVT=XAT, (53. 2) 


@ 为 了 使 对 流 保持 定常 ,严格 地 说 , 与 流体 接触 的 那些 固体 内 必须 有 热源 , 以 保 
持 这 些 固体 处 于 恒温 状态 ， . 
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(VV)IV—=—V(p/p) Am V =0 (53. 3) 
这 个 方程 组 只 包含 两 个 不 变 的 参数 > 和 YX， 方程 组 中 未 知 国 数 为 
,了 和 2271， 此 外 ,方程 组 的 解 还 通过 边界 条 件 而 依赖 于 特征 长 
度 !、 速 度 乙 和 温度 差 了 :一 ?as， 其 中 前 两 个 量 由 加 题 中 出 现 的 物 
体 线 度 和 主流 速度 给 定 ， 而 第 二 个 量 则 由 流体 与 这 些 物 体 之 间 的 
况 度 差 给 定 . 

当 我 们 把 可 利用 的 参数 组 合成 无 量 纲 量 时 ， 首 先 就 是 要 给 出 
温度 的 量 纲 .为 了 解决 这 个 问题 ， 应 该 看 到 温度 是 由 方程 (53. 2) 
确定 的 , 这 是 了 的 线性 齐 次 方程 ， 因 此 , 将 温度 乘 上 任何 常数 仍旧 
满足 该 方程 。 换 句 话 说 ， 温 度量 度 的 单位 可 以 任意 选取 .由 于 温 
度 可 以 作 这 种 变换 , 所 以 允许 赋予 温度 本 身 革 个 特有 的 量 纲 , 而 和 
其 他 量 的 量 细 无 关 .， 我 们 可 以 用 通 稼 的 温度 单位 " 度 "来 测量 它 ， 

因此 , 上 述 条 件 下 的 对 琉 可 用 五 个 参数 来 表征 , 它们 的 量 纲 吓 
[=[ 订 二 厘米 "/ 秒 ,EC 三 厘米 / 秒 ， [0 厘米, [下 一 2 三 度 . 
由 这 些 参 数 ， 我 们 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 。 它 们 可 以 古 
雷诺 数 R=UL/yv 和 定义 为 z 

P=»/% (53. 4) 
的 普 朗 特 数 . 任何 其 它 的 无 量 纲 组 合 都 可 以 用 忆 和 P 米 表 示 作 ， 

普 朗 特 数 只 是 物性 常数 ， 而 与 流动 的 性 质 无 关 ， 对 于 各 种 气 
体 、 它 总 是 1 的 量 级 .液体 的 了 值 变化 较 大 ， 对 于 非常 粘 灌 的 液 
体 , 它 可 以 非常 上 大， 下面 是 各 种 物质 在 20°C 时 的 己 值 : 


空气 0.733 
水 6.75 
酒精 16.6 
芋 酒 7250 





QD 布 时 也 用 乃 友 里 (Peciet) 数 , 它 定 义 为 Ti 一 及 P， 
e。 252 * 





水 急 0.044 
象 8 19 那样 ， 我们 现在 可 以 作出 结论 ， 在 (上 述 类 型 的 ) 定 常 
对 流 中 , 注 度 和 速度 分 布 具有 下 述 形式 : 

A A 9 
确定 温度 分 布 的 无 量 绑 国 数 同时 依赖 于 两 个 参数 灵 和 P. 但 是 ， 
因为 速度 分 布 由 方程 (53. 3) 确 定 , 此 方程 不 包含 导热 系数 , 所 以 它 
只 依赖 于 有 R， 由 此 , 如 果 两 个 对 流 流动 的 雷诺 数 和 普 朗 特 数 相同 ， 
则 世 们 是 相似 琉 动 . 

固体 与 流体 之 问 的 传 热 ， 通 常用 传 热 系数 % 来 表征 ，% 定义 
为 
og=qg/(T,—T,), (53. 6) 
其 中 2 是 通过 界面 的 热 通 量 密度 , 而 7T, 一 To 是 固体 和 流体 之 间 的 
特征 温 莽 .如 村 已 知 流体 中 的 温度 分 布 ， 则 通过 计算 流体 边 乔 上 
的 热 通 量 密度 4 二 一 x<9T/dn( 导 数 是 沿 界面 法 回 取 的 )， 很 容易 求 
得 传 热 系数 . 
传 热 系 数 不 是 无 量 纲 景 ， 表 征 传 热 的 无 量 纲 量 是 所 谓 的 努 塞 
尔 (Nusselt) 数 外. 
N=al /xk. (53.7) 
根据 相似 性 分 析 , 对 于 任何 给 定 类 型 的 对 流 , 努 塞 尔 数 只 是 雷诺 数 
和 普 朗 特 数 的 确定 图 数 , 针 
N=f(R, PP). (53. 8) 
在 雷诺 数 足 够 小 的 对 流 中 ， 这 个 函数 非常 简单 . 这 种 情形 相 
当 于 速度 很 小 的 情形 , 因此 在 一 级 近似 中 , 可 以 忽略 方程 (53. 2) 中 
的 速度 项 ， 所 以 温度 分 布 由 方程 人 T=0( 即 通常 的 在 静止 介质 中 
的 定常 导热 方程 ) 来 确定 ， 因 此 , 传 热 系数 既 不 依赖 于 速度 ， 也 不 


QD 也 向 常 采 用 无 莉 岗 的 “ 传 热 数 ”, 它 定义 为 Ks 王 af pesU = 二 N/RBP, 
e。 253¢ 





依赖 于 粘性 系数 , 于 是 就 必定 有 
六 = 常数. (53. 9) 
在 计算 该 常数 时 , 可 以 假定 流体 是 静止 的 ， 


[可 匮 

设 羔 体 沿 圆 截面 管 道 作 泪 肃 时 流动 ， 且 管 壁 上 的 温度 沿 管 长 线性 变化 ， 
试 确定 谍 体 中 的 温度 分 布 . 

解 : 在 管道 的 每 一 横 截 面 上 , 流动 条 件 相同 ， 所 以 我 们 可 以 找到 温度 分 
布 具 有 了 一 4z 十 f (7) 的 形式 ， 其 中 42z 是 管 壁 的 温度 ， 我 们 采用 极 坐 标 ， 共 
2 轴 沿 着 管 轴 ， 由 式 (17.9), 我 们 得 速度 为 9.=2==2vm(1 一 7?/R?)， 基 中 9， 
是 平均 速度 ， 代 人 式 (53.2), 求 得 


| (#) 1 


在 7==0 时 于 为 有 限 值 , 在 7=BR 时 于 =0, 所 以 这 方程 的 解 为 


ro 一 移 -( 人 的 ] 


QIG 一 上 [227127] = pcruBd, 


热 通 量 密度 为 


它 与 导热 系数 无 关 . 


§ 34， 边界 层 内 的 传 热 

在 雷 诸 数 非常 大 时 ， 流 体 中 的 温度 分 布 显示 出 与 速度 分 布 相 
类 似 的 性 质 ， 非 常 大 的 怪 值 等 价 于 非常 小 的 粘性 系数 ， 但 是 因为 
数 已 =>/Y 并 不 小 ， 所 以 必须 假定 导 温 系数 也 象 bv 一 样 很 小 . 
这 与 下 述 事实 相当 , 即 在 足够 高 的 速度 下 , 流体 可 以 近似 地 看 作 是 

理想 流体 , 而 在 理想 流体 中 , 内 摩擦 和 导 温 两 者 都 不 存在 . 

但 是 在 边界 层 中 必须 再 次 放弃 这 种 理想 流体 观点 ， 因 为 它 既 
不 能 满足 无 滑 移 边界 条 件 ， 也 不 能 满足 等 温 边 界 条 件 ， 所 以 在 边 
务 层 中 ， 同 时 发 生 速 度 迅 速 地 减 小 以 及 流体 温度 迅速 地 改变 到 等 
。 254。 





于 固 故 温度 的 情况 ,边界 层 就 是 以 同时 出 现 很 大 的 速度 梯度 和 温 
度 梯度 为 其 特征 . 

很 容易 了 解 , 在 绕 加 执 物 体 的 流动 中 (在 访 很 大 时 ), 广 体 的 加 
热 几 乎 完全 发 生 在 尾 迹 中 , 而 在 尾 迹 的 外 面 ， 流 体温 度 没有 变化 ， 
因为 当 瑟 很 大 时 , 主流 中 的 导热 过 程 是 不 重要 的 , 所 以 只 有 在 边界 
屋内 经 过 加 热 的 流体 所 能 述 到 的 区 域 中 ， 温 度 才 会 变化 ， 但 我 们 
知道 ( 见 $ 34), 来自 边界 层 的 流 线 只 有 在 分 离 之 后 进入 主流 , 即 在 
分 离线 之 后 ， 流 线 进入 满 流 尾 迹 区 . 但 是 流 线 完全 不 能 从 尾 迹 出 
来 .于 是 绕 加 热 物 体 表 面 在 边界 层 内 流动 的 流体 完全 进入 了 尾 迹 
区 , 并 且 一 直 留 在 尾 迹 中 ， 由 此 可 见 , 热 是 分 布 在 整个 涡 量 不 为 零 
的 区 域 中 . 

在 湛 流 区 本 身 , 出 现 很 可 观 的 热 交 换 , 这 是 由 于 流体 激烈 的 混 
合 所 引起 的 ， 这 种 激烈 的 混合 是 所 有 应 流 流 动 的 特征 ， 这 种 传 热 
机 制 可 以 称 为 潢 流 导 热 , 它 以 系数 kx 来 表征 ,就 象 我 们 在 $31 中 
5| 入 涡流 粘性 系数 0 一 样 。 使 用 定义 v3; 的 (31.2) 式 同 样 的 公 
式 , 遍 流 导 温 系数 在 怒 级 上 可 定义 为 Xa~~LAU. 

因此 , 技 流 流动 和 江 流 流动 中 的 传 热 过 程 有 着 根本 的 差别 .在 
粘性 系数 和 导热 系数 都 非常 小 的 极限 情形 下 ， 层 流 流动 没有 传 热 
过 程 ,因此 在 空间 的 每 一 点 上 , 流体 的 温度 不 变 ， 但 是 在 满 流 流动 
中 ， 即 使 在 同样 的 极限 情形 下 ， 传 热 也 要 发 生 , 而 且 在 流动 的 备 个 
部 分 内 温度 迅速 地 均匀 化 . 

必须 指出 , 当 我 们 谈 到 湛 流 运动 中 的 流体 温度 时 , 我 们 总 是 指 
流体 温度 对 时 间 的 平均 值 ， 空 间 任何 一 点 上 的 实际 温度 都 经 历 着 
随时 间 非 常 不 规则 的 变化 , 完全 类 似 于 速度 的 情况 . 

让 我 们 从 研究 层 流 边界 层 中 的 传 热 开 始 . 这 时 运动 方程 
(39. 10) 保 持 其 形式 不 变 ， 现 在 必须 对 方程 (53. 2) 作 类 似 的 简化 , 
由 于 所 有 的 量 与 坐标 : 无 关 , 方程 直接 写 出 为 
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“or "oy oar: og/ 


在 上 式 右 边 , 导数 27/3az 与 93T/9y 相 比 可 以 略 去 , 而 剩 下 





= 0 

将 上 式 与 方程 (39. 10) 中 的 第 一 个 方程 作 比 较 , 我 们 看 出 ， 如 
末 普 朗 特 数 是 1 的 量 级 , 则 在 速度 v; 减 小 同时 温度 了 变化 的 这 一 
流体 层 中 ， 其 厚度 的 量 级 6 还 是 由 8$39 得 到 的 公式 给 出 ， 即 它 将 
反比 于 MR， 热 通 量 4= 一 Kk97/9x 在 量 级 上 等 于 x(7, 一 70)/6. 
因此 我 们 得 出 结论 , 9 以 及 由 此 得 出 的 努 塞 尔 数 均 正比 于 VR. 但 
征 祥 对 书 的 依赖 关系 还 没有 确定 ， 所 以 我 们 有 

N= Rf(PY. (54.2) 

由 此 具体 得 出 , 传 热 系数 & 反比 于 物体 线 度 ! 的 平方 根 . 

现在 我 们 再 来 研究 满 流 边界 层 中 的 传 热 问 题 ， 像 在 $42 中 一 
伴 ， 最 方便 的 是 研究 沿 无 限 平板 的 平面 平行 湛 流 ， 采 用 求 速度 梯 
度 dujdy 时 所 作 的 量 岗 分 析 方 法 ， 可 以 定 出 上 述 平面 平行 满 流 中 
的 横 问 温度 梯度 47 /dy， 我 们 用 8 表示 由 温度 梯度 引起 的 沿 Y 轴 
的 热 通 量 密度 ， 这 个 通 量 与 动量 通 量 0 一 样 ， 是 个 常数 (与 y 无 
天 )， 而 且 这 个 通 量 也 同样 可 以 作为 一 个 确定 流动 性 质 的 已 给 参 
数 . 此 外 , 作为 参数 的 还 有 密度 p 和 单位 质量 的 比 热 cy. 我 们 用 vx 
来 代替 o 作 为 参数 . 《4 和 cs 的 量 纲 分 别 为 尔格 /厘米 秒 = 克 / 秒 、 
和 尔格 / 克 ' 度 = 厘米 */ 秒 : 度 ， 当 有 足够 大 时 ，a7T/ly 中 可 以 不 
显 含 粘性 系数 和 导热 系数 . 

在 $53 中 已 经 谈 到 ， 因 为 方程 对 于 温度 的 齐 次 性 ， 所 以 温度 
可 以 改变 任 一 供 数 而 不 速 反 该 方程 . 但 是 , 当 温 度 这 样 改变 时 , 热 
通 量 卫 必须 改变 同一 倍数 ， 国 此 9 和 了 必须 成 正比 ， 从 g、v#、P、 
cr 和 y 嘲 发 , 我 们 只 能 构成 一 个 正比 于 8 而 且 具 有 量 纲 为 度 / 厘 米 
的 禾 , 即 g/pczvxy， 由 此 ,我 们 必定 有 dT/dy= Bg/bpcrvxy, 基 中 
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有 8 是 数字 和 常数, 它 必 须 由 实验 来 加 以 确定 由， 于 是 
多 一 (8Ba/ppcsox)(lny 十 c)， (54. 3) 
因此 和 还 度 一 样 ， 温 度 按 对 数 的 关系 变化 ， 这 里 出 现 的 积分 常数 
c, 像 寻 出 公式 (42.7) 时 一 样 ， 必 须 由 粘性 底层 的 条 件 来 确定 ， 在 
给 定点 上 的 流体 和 壁面 (我 们 任意 地 取 其 温度 为 零 ) 之 间 的 温度 盖 
由 两 部 分 组 成 ， 即 由 穿 过 淇 疲 层 的 温度 改变 量 和 穿 过 粘性 底 晨 的 
温度 改变 量 组 成 ， 对 数 律 (54.3) 仅 由 前 者 确定 因此， 如果 将 式 
(54.3) 写 成 如 下 形式 : 
T= (pq/bpcpv#)[ln(yvx/y 十 常数 ]， 
休 中 对 数 的 自 变 晤 有 一 因子 等 于 厚度 ye， 于 是 该 党 数 ( 乘 上 前 面 
的 系数 ) 光 定 是 罕 过 粘性 底层 的 温度 改变 量 。 当然, 这 一 改变 量 也 
依赖 上 > 和 X 因为 该 常数 是 无 旺 纲 的 , 它 必 须 症 的 某 个 函数 ， 
而 已 是 基站 sas 和 5 的 唯一 的 无 量 纲 组 合 (因为 了 必须 正比 
FF 了, 页 忆 瑟 现在 系数 中 ， 所 以 在 这 里 不 百出 现 了 )， 于 是 求 得 
温度 分 布 为 
T=(pq/bpesvs) [nyvr/y +f(P)]. (54. 4) 
利用 这 个 公式 , 我 们 可 以 计算 管道 流动 , 沿 平板 流动 等 等 的 满 流传 
热 , 在 这 里 就 不 作 这 种 计算 了 . 
I5] 题 
问题 ， 当 PP 和 有 R 很 大 时 ， 试 确定 层 流 边界 层 中 努 塞 尔 数 对 兽 朗 特 数 依 


赖 关系 的 极限 形式 ， 
解 : 当 忆 很 大 时 , 温度 变化 层 的 厚度 6 远 小 于 束 度 5, 减 小 层 的 厚度 4， 





这 里 的 2 是 出 现在 对 数 速度 剖面 式 (42. 4) 中 的 常数 . 根据 这 样 的 定义 , B 是 
比值 "党 /MX 党 ， 其 中 78 和 Xs 是 g 二 pcpXdT/dy 和 o==pvxdu/dy 中 的 系数 ， 在 管道 
流动 和 沿 平 面 的 流动 中 , 可 同时 测定 速度 剖面 和 温度 河面 , 据 此 可 求 保 月 约 为 0.7， 必 
须 指出 , 在 加 热 物 体 后 面 的 满 流 尾 迹 中 作 类 似 的 测 晤 ,可 以 得 削 下 出 湛 流 中 的 比值 ? 洛 
多 滴 约 为 0.5。 
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6 可 以 称 为 温度 地界 层 的 厚度 ， 对 方程 (54. 1) 中 各 项 进行 量 级 估计 , 可 以 得 
出 6 的 量 级 ， 在 y=0 到 y~6" 的 距离 内 ， 温 度 的 改变 量 是 流体 和 国体 之 问 
总 的 温度 差 了 一 7 的 量 级 ， 而 速度 在 这 个 距离 上 的 改变 量 是 06'/6 的 量 级 
(因为 总 的 速度 改 变量 ( 量 级 为 UU ) 发 生 在 距离 6 上 )， 于 是 当 y~6' 时 , 方程 
《54.1) 中 各 项 在 量 级 上 右 
XT /9Yy: ~XT— To0) 16 2 
和 
v2T /27~ UO (T—T,) /16. 
如 果 这 两 个 表达 式 同 一 量 级 ,我们 有 56”~X16/U， 将 6~1/MR 人 代入, 则 得 
到 
6'~1/ RV PN ~6/ Ps, 
因此 当 己 很 大 时 , 温度 边界 层 厚 度 与 速度 边界 层 厚度 之 比 按 反 比 于 了 的 立方 
根 的 规律 减 小 . 
热 通 量 g 王 一 K277128~A (T, 一 To) 10 于 是 得 出 所 求 的 传 热 的 极限 定律 
为 了 
和 = 常数 又 RU2PUa， 
问题 2， 设 温度 具有 对 数 分 布 规律 (54.4， 当 已 很 大 时 ， 试 确定 国 数 
f(CP) 的 极限 形式 . 
解 : 根据 8$ 42 中 的 讨论 ， 铬 性 底层 中 的 横向 速度 为 w (gjyo)2 的 最 级 ， 
满 流 尺 度 是 总 /yo 的 量 级 ， 二 是 满 流 导 温 系数 X# 的 量 级 为 
Vxyo (Y/Yo) ~ (Y/Y)« 
( 鞭 中 我 们 已 经 利用 了 关系 式 (42.5))， 所 以 在 y=JP-14 的 距离 上 , X 加 的 
值 与 通常 的 导 温 系数 相当 ， 因 为 Xi 随 y 增加 得 非常 快 . 显然 在 巾 性 底层 中 ， 


绝 大 部 分 温度 变化 发 生 在 离 壁 面 为 y， 的 距离 上 , 并 且 可 以 由 定 它 正 比 二 广 ， 
即 在 量 级 上 具有 


qyi/ rn ~qyo lw Pi~ gp Peep. 


DD ”对 于 实际 上 求 得 的 各 导 温 系数 的 值 , 普 朗 特 数 达 不 到 使 这 个 极限 定律 成 立 的 
值 ， 但 是 , 这 样 的 定律 可 以 应 用 到 对 流 扩散 中 去 ， 对 流 扩 散 满足 与 对 流传 热 相同 的 方 
程 ,但 是 要 用 溶质 的 浓度 来 代替 温度 ; 并 用 溶质 通 量 来 代 赫 热 通 量 , 而 “扩散 普 朗 特 数 ” 
定义 为 Pp 一 ?/ 记 , 其 中 也 是 扩散 系数 ， 例 如 , 对 汗水 溶液 和 类 似 的 液体 , Pp 可 达 10: 的 
量 级 ; 而 对于 非常 粘 清 的 溶剂 , Pp 是 10* 的 量 级 ,或 者 还 要 高 ， 
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公式 (54. 汪 作 比较 , 我 们 看 出 函数 了 P) 是 P34 乘 上 一 个 常数"， 

问题 3， 在 非 均 匀 加 热 的 湛 动 流体 中 ， 试 确定 在 远 小 于 涌流 外 太 度 的 路 
讽 4 内 的 温度 莽 了 ;( 奥 布 堆 天, A. AtOG5yxoB,， 1949). 

解 : 在 非 均 匀 加 热 的 满 动 流体 中 ,温度 均匀 化 的 过 程 类 似 二 机械能 的 耗 
收 ， 作 度 4 之 4 的 湛 流 涡 ( 这 里 4。 是 淇 流 的 内 尺度 )， 由 于 不 同 温 度 的 流体 
质点 的 纯 机 械 混 合 , 导致 温度 的 均匀 化 ， 另 一 方面 , 在 尺度 4 和 ~4, 的 区 域 中 ， 
相当 天 的 实际 温度 梯度 却 是 依赖 于 耗 散人 性 的 导热 而 使 其 均匀 化 . 

导热 产生 的 耗 获 ( 糖 增加) 由 对 XX(VT)*/T? 来 确定 [ 见 式 (49.6)]， 假 定 
温度 的 满 流 涨 落 比 较 小 ， 人 
的 2， 根据 8 32 中 所 述 的 方法 ( 见 该 节 第 一 条 脚注 ), 写 出 

pA CT 一 1 常数 . 

将 XA~p 注 4 一 A9;, Da (ce 代入 [ 见 式 (32. 1)], 求 得 所 需 的 关系 式 为 


四 ,一 和 22， 


因此 当 4>4, 时 ,温度 的 涨 落 像 速度 的 涨 落 一 样 , 是 正比 于 距离 的 立方 根 . 
但 是 在 距离 4 和 4 时, 根据 和 速度 问 样 的 分 析 , 温度 差 T; 只 正比 于 4. 
问题 4， 在 非 均 匀 加 热 的 满 放 流动 中 , 试 导出 局 部 关联 函数 
Brz =(T,—7T)?, Birz 一 (oa 一 六 1) (Ts —T)? 
之 则 的 关系 ( 雅 格 龙 , A. M. grnom, 1949) 
解 : 本 题 的 计算 与 推导 公式 (33.18) 类 似 ， 根 据 方程 组 





i 


可 求 得 








全 - ; ER ER 
NTT VT) 2XAATD). 


在 左边 令 r=r, 一 r1, 同时 在 右边 利用 流动 的 均匀 性 和 各 向 同性 ， 我 们 用 关联 
Du 即 有 


2 
T= Birr—XABorr. 
1 


中 、 由 于 有 不 等 式 6'<<6, 在 沿 温度 边界 层 的 厚度 方向 对 方程 (54. 1) 积 分 时 ,只 需 
取 流 体 速度 分 量 对 gy 的 寡 级 数 展 开 中 的 第 一 项 . 这样 一 来 , 在 不 同 的 特殊 情形 下 ， 这 
个 公式 中 常数 的 计算 就 变 得 容易 了 ， 在 各 种 的 特殊 情形 下 对 流 扩散 的 计算 可 查阅 : 也， 
T, Tenny, Duauro-runu ecxan Tudporounamura, H3I1. XHICCCP, 1952， 
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罕 时 了 7 一 mrz， 并 将 其 变 成 对 了 的 导数 以 后 下 对 了 积分 , 则 得 出 所 需 的 
关系 式 为 


B.rr—2XdBrridr= 一 了 7 由 
其 中 
dg 三 一 92(T2) /9t = HAT—T) /9t. 
利 用 回 题 3 的 结 时 ee A 求 得 当 作 > Brr S76 而 当 人 < 和 No FF， | 有 


BrrSr:¢ /9X., 


$ 99， 和 运动 流体 中 物体 的 加 热 

混入 静止 流体 中 的 温度 计 所 指示 的 温度 等 于 流体 的 温度 .但 
是 如 果 流 体 是 运动 的 ， 则 温度 计 所 指示 的 温度 要 稍 高 于 流体 的 温 
度 . 其 原因 是 内 摩擦 加 热 了 停 洲 在 温度 计 表 面 上 的 流体 ， 

一 般 性 的 问题 可 以 这 样 提 出 ;在 运动 流体 中 混入 一 任意 形状 
的 物体 ， 经 过 足够 长 的 时 间 以 后 达到 了 热平衡 ， 现 在 需要 确定 出 
存在 干 物体 与 流体 之 间 的 温度 差 . 

这 个 问题 的 解 由 方程 (50.2) 给 出 ,但 是 , 现在 不 能 像 我 们 对 方 
程 (53.1) 所 做 的 那样 , 略 去 其 中 包含 粘性 系数 的 项 , 因为 正 是 这 些 
项 反映 出 这 里 所 要 讨论 的 效应 ， 于 是 对 于 定律 状态 的 和 情形， 我们 
有 


VVT= X AT 十 元 (Ser +o) . (55. 1) 
天 


这 里 还 必 和 
物体 内 的 导热 方程 .在 物体 导热 系数 足够 小 的 极限 情况 下 ， 可 以 
略 去 物体 内 的 导热 ， 而 假定 物体 表面 上 任何 一 点 的 温度 就 等 于 该 
点 流体 的 温度 , 而 流体 的 温度 则 通过 在 边界 条 件 37/az=0 ( 即 没 
有 热 通 量 通过 物体 表面 的 条 件 ) 下 解 方程 (55. 1) 求 得 。 在 相反 的 
”极限 情况 下 , 即 物 体 如 有 足够 大 的 导热 系数 , 则 我 们 就 可 以 利用 物 
es200。 





体 表 面 上 各 点 温度 相同 的 近似 条 件 . 此 时 整个 表面 上 的 97 /oz 一 
股 并 不 为 零 , 只 是 要 求 通 过 物体 表面 的 总 热 通 量 ( 即 37/ez 在 整个 
表面 上 的 积分 ) 必 须 为 罕 ， 在 这 两 种 极限 情况 下 , 物体 的 导热 系数 
都 不 显 含 在 问题 的 解 中 .在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 假定 其 中 必 
有 一 种 极限 条 件 成 立 了 ， 
方程 (55. 1) 和 (55. 3) 包 含 常数 参数 XX、v 和 cz, 而 方程 的 解 中 
还 包含 物体 的 线 度 1 和 来 流速 度 U，( 现 在 温度 差 了 一 7 不 是 一 
个 任意 参数 , 而 是 它 本 身 必须 通过 解 该 方程 组 来 确定 .〉 从 这 些 参 
数 可 以 组 成 两 个 独立 的 无 量 岗 量 ， 我 们 取 它 们 为 和 PP， 于 是 可 
以 推断 , 所 求 的 温度 差 7 了 ,一 7 等 于 某 个 具有 温度 量 纲 的 量 (我 们 
取 其 为 U /ci) 乘 上 一 个 下 和 书 的 函数 , 即 
7T.—To=(U?/c,)f RB, P). (55. 2) 
当 生 谤 数 非 常 小 时 , 即 当 速度 品 足 够 小 时 , 这 个 函数 的 形式 很 
容易 确定 ， 在 这 种 情形 下， 方程 (55.1) 中 的 wvV7 项 远 小 于 
XX 人 7T, 所 以 该 方程 变 成 


GO ， DDN 
pA sR A RO WA . 
全 2cC9Dx， 5 C3 


在 ! 量 级 的 距离 上 上， 温度 和 速度 将 发 生 显 著 的 变化 ， 因 此 对 方程 
下边 作 量 级 佑 计 , 可 得 山 
X(T-T)/U ~vU col’, 








或 
T,—T ~yU’*/ Xe,. 
于 是 可 以 断定 , 当 甩 很 小 时 有 
了 T. 一 70 二 常数 x PU /ce (55. 4) 





”对 于 加 热 陪 盘 在 粘性 流体 中 的 旋转 问题 ， 基 别 里 (I. A, Endens) 已 经 得 出 了 
精确 解 , 类 似 于 323 中 在 常温 情形 下 的 解 , 见 I. A, RaGesp, JIpauxy. Marex., n Mex. 11， 
611, 1947。 
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其 中 数值 芝 数 依赖 于 物体 的 形状 ， 应 该 指出， 温度 差 正比 于 速度 
的 平方 . 

在 相反 的 很 大 的 极限 情形 下 ， 这 时 速度 和 温度 只 在 很 潭 的 
边 究 层 中 变化 , 我 们 可 以 得 出 关于 式 (55. 2) 中 函数 了 (P, BR) 形 式 的 
在于 一 般 性 结论 . 设 6 和 6 ”分别 是 速度 和 温度 变化 层 的 厚度 ,6 
和 5 相差 一 个 依赖 于 已 的 倍数 ， 机 性 ， 


度 上 的 积分 ( 见 式 (16.3))， 这 人 1 woe 
vp(U* /60°)0= vpU’/6. 
当然 , 同样 的 热量 必定 耗 散在 物体 上 , 于 是 这 一 热量 等 于 热 通 量 
qg=—KeT /dn~ XecpT— To) /6 
比较 这 两 个 表达 式 , 我 们 求 得 
7T.—To= (UV°/c,)f PP). (55. 5) 
因此 , 在 这 种 情形 下 , 国 数 /与 有 无 关 ， 但 是 它 对 了 的 依赖 关系 仍 





器 题 

问题 1， 在 图 截面 的 管道 中 流体 作 泊 肃 叶 流 动 , 设 管 睦 上 保持 着 但 温 7T。， 
试 求 流体 中 的 温度 分 布 . 

解 : 在 柱 坐 标 中 (2 轴 沿 管道 轴线 ), 我 们 有 

Vs=9=290n[1— (7 /R)?], 

其 中 vn 是 平均 流速 ， 代 入 方程 (55. 3) 得 
J 2 人 全 )- _ 1l6vm » 
radr dr 4 
考虑 到 温度 在 7=0 时 应 有 限 , 在 +=R 时 等 于 To, 则 得 解 为 


:了 1 [7 
TT,=0 |1 (二 | 
问题 2， 设 流体 绕 冉 体 球 流动 的 雷诺 数 很 小 , 并 且 假 定 球 的 导热 系数 很 
262， 
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大 , 试 求 球 和 流体 之 同 的 温度 蓉 ， 

解 : 我 们 选用 球 坐 标 >, 9, ,其 原点 位 于 球 心 , 极 轴 沿 来 流 的 速度 方向 ， 
借助 公式 (15.17) 和 和 (20.9) 计算 出 张 量 92;/9z4 十 396197; 的 分 量 ， 得 方程 
(55. 3) 在 球 坐 标 中 的 形式 为 


ee 1 2(sin022 


r22r\ 9297/ rzsing26 20 
一 一 4(B/r)treos29f3 一 6(R]7)2 十 2(B/7) 兮 十 (及 /7 人， 
其 中 4A==9w?P/4cp， 我 们 求 形式 为 T= 了 (7r) eos20 十 9( 站 的 和 (r 0)， 在 分 离 
出 依赖 于 9 的 部 分 之 后 , 得 出 关于 了 和 9 的 两 个 方程 : 
yz 十 2 一 6f 一 一 4[3 (RD) 2 一 6 (有 7) 十 2(BR]7) 0， 
729”“ 十 279 十 2 一 一 4(R]/r) 4 
从 第 一 个 方程 得 出 
f 4| 二 (B/D2 上 (CRB/D 一 二 (RD 
4 12 
十 Ci(RATD) 3 
因为 常数 Xr7? 形 式 的 项 在 无 穷 远 处 不 为 零 , 所 以 将 它 略 去 了 。 再 由 第 二 个 方 
程 给 
二 1 3 2 1 4 1 € 
9 一 喜 4 字 (BR/7):+ 计 (B817) 填 赶 (B17) | 
一 村 ciCR/mD ?十 csB/r 十 ca 
常数 Ci、 C2、 Cs 根据 下 列 条 件 来 确定 ， 即 
当 7= 情 时， 7 一 常数 和 | (27/3r)rsinbab 一 0 


当 7 一 Oo 时 ， 也 =T,. 
上 述 第 一 个 条 件 等 价 于 
当 了 一 忆 时 ， f(R)=0 和 g'(R) 十 本 (R) =0. 
因此 ci1=—54/3, cz 一 241/3， Cs 一 了. 并 求 得 7 二 TT(B) 和 了 之 间 的 温度 差 为 
T,—T,=5uP/86,. 
可 以 指 晶 , 所 得 到 的 温度 分 布 实际 上 满足 条 件 : 
当 7=R 时 27/27=0， 即 了 (BR)=g'(R) =0. 
所 以 它 也 是 导热 系数 很 小 的 球 的 同一 问题 的 解 
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8 6， 自由 对 流 

在 $3 中 我 们 已 经 知道 ,如 果 流 体 在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 ， 
针 蕉 熏 度 分 布 只 能 取决 于 高 度 z ， 即 了 = 二 T(z)。 如 果 温 度 分 布 不 
沾 定 这 个 条 件 , 它 还 是 芯 他 坐标 的 函数 , 那么 在 流体 中 的 力学 平衡 
所 不 可 能 的 .不仅 如 些 ， 岛 使 有 了 = 人 (2z)， 如 果 沿 铅 垂 线 的 温度 
榜 渤 方向 问 下 , 其 大 小 超过 一 定 的 数值 (84), 则 力学 平衡 仍旧 是 
可 第 的 . 

力学 平衡 的 破坏 会 引起 流体 内 部 环流 的 出 现 ， 它 促使 流体 混 
合并 进而 使 各 点 的 温 庶 相同 ， 重力 场 中 流体 的 这 种 运动 称 为 自由 
对 流 . 

现在 来 导出 描写 这 种 对 该 的 方程 组 .我 们 假定 流体 是 不 可 讨 
缩 的 , 也 就 是 说 , 在 整个 流体 中 假定 压力 的 变化 足够 小 ， 以 致 由 压 
力 变化 所 引起 的 密度 变化 可 以 忽略 不 计 ， 例 如 在 大 气 中 ， 其 压力 
随 襄 内 而 变化 , 上述 假 定 的 含义 就 是 我 们 不 去 研究 很 高 的 气 柱 , 因 
为 在 这 样 的 气 柱 中 ， 密 度 在 整个 气 柱 高 度 上 有 显著 的 变化 ， 由 流 
体 的 非 均 匀 加 热 引 起 的 密度 变化 , 当然 是 不 能 忽略 的 , 而 且 正 是 由 
于 它 才 产生 了 引起 对 流 的 力 . 

我 们 并 可 变 的 温度 T(x,y, z,t) 写成 卫 =2o 十 二 的 形式 ， 其 
中 7 古林 个 不 变 的 平均 温度 ， 它 作为 计算 改变 量 T' 的 起 点 .我 
们 将 假定 开 远 小 于 2， 

将 流体 的 密度 也 写成 p= po 十 p' 的 形式 ,其 中 po 是 常数 . 国 
为 温度 的 改变 最 7' 很 小 ， 所 以 由 它 引起 的 密度 的 改变 量 也 很 小 ， 
于 是 可 以 写 出 
P =(9p0/97T) T=— popT,, (56. 1) 
这 里 和 的 = 一 (1/p)3p/97T 是 流体 的 热 J 

在 压力 ?二 22 中 ,7o 不 是 贡 数 , 它 是 当 温度 和 密度 为 常数 
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并 且 分 别 为 Xo 和 po 时， 对 应 于 力学 平衡 状态 的 压力 ， 它 按 流体 
静 力 学 方程 
2 一 pog7r 十 常数 (56. 2) 
随 高 度 而 变化 . 
我 们 从 变换 纳 维 -斯 托 史 斯 方程 开始 ， 在 重力 场 中 ， 纳 维 -斯 
托 克 斯 方程 的 形式 为 


PHVV) v= (pV trAv + 


这 是 在 方程 (15.7) 的 右边 加 上 了 单位 质量 流体 的 重力 & 得 到 的 . 
现在 将 7 二 po-i-p， P= 二 po 十 p 代入 ,并 保留 到 一 附小 量 , 可 得 


VP _Vz1o VDP _ Vpo 
p BD eh ' 


或 者 再 将 式 (56.1) 和 式 (56. 2) 代 入 得 


VP g+Y | gr'p. 
多 Po 


闻 上 式 代 入 细 维 -斯 托 克 斯 方程 , 最 终 得 到 

dV/9t + (VV)V= (pv? PPAD 一 PT ESE， (56.3) 
其 由 己 将 pe 的 下 标 去 掉 了 。 可 以 证 明 , 在 导热 方程 (50.2) 中 ， 自 
由 对 流 时 的 粘性 项 远 小 于 其 它 各 项 ， 因 此 可 以 忽略 不 计 . 于 是 


得 到 


多 


37' /13 + (VV)T' =XAT. (56. 4) 

方程 (56. 3) 和 (56. 4) 加 上 连续 方程 V =0, 组 成 了 描述 自由 对 该 
的 和 元 备 方程 组 . 

对 于 定常 流动 , 对 流 方程 组 变 成 

(2 V) = 一 (Lp)VZ —BT'g+»AY, (56. 5) 

(VVIT XAT, .. (56. 6) 

. Y :0. z : (56.7) 

关于 未 知 函 数 2、P'/p 和 2” 的 这 五 个 方程 包含 着 三 个 参数 vy，X 
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和 Bg， 此 外 ,方程 组 的 解 还 一 定 包含 特征 长 度 7 和 固体 与 远 处 流 
体 之 闻 的 温度 差 T, 一 To。 由 于 没有 外 力 引 起 的 流动 ， 而 整个 流体 
的 运动 是 由 非 均 匀 加 热 引 起 的 , 所 以 这 里 没有 特征 速度 . 

因此 ,在 重力 场 中 的 定常 自由 对 流 由 五 个 参数 表征 , 它们 具有 
下 列 的 量 纲 : 

[%*]=[»] 二 厘米 */ 秒 , [7 一 7o]= 度 ， 
[= 厘米 ，[B9]= 二 厘米 / 秒 … 度 . 
由 这 些 参数 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 量 , 我 们 取 其 为 普 朗 特 数 
P=yv/X 
和 格拉 骨 夫 (Grashof) 数 
G= pgBT—To0) /yy’. (56. 8) 
所 以 , 自由 对 流 的 相似 律 为 
v=(y/D fr/ G), T=T,—T)fr/, PP,G),. (56.9) 
即 如 果 两 个 流动 的 普度 特 数 和 格拉 省 夫 数 相同 ， 则 这 两 个 涯 动 
相似 . 

由 于 重力 引起 的 对 流传 热 还 由 努 塞 尔 数 表征 ， 努 塞 尔 数 现在 
只 是 己 和 CG 的 图 数 : 

N=f(P, G). (56. 10) 

格拉 肖 夫 数 的 值 是 对 流 的 一 个 重要 特征 量 。 当 G 足 够 小 时 ， 

在 流体 的 传 热 中 自由 对 流 是 不 重要 和 的， 此 时 传 热 主要 是 由 通常 的 
导热 所 5| 起 的 . 

对 流 流 动 可 以 是 层 流 流动 也 可 以 是 满 流 流动 ， 自 由 对 流 没 有 
雷诺 数 ( 因 为 它 没有 特征 速度 参数 )， 而 由 格拉 肖 夫 数 来 决定 注 流 
的 开始 , 即 当 G 很 大 时 , 就 变 成 淇 流 对 流 . 

作为 一 个 非常 奇特 的 对 流 情形 , 要 算是 这 样 的 流动 , 它 发 生 在 
两 块 温度 不 同 的 无 限 大 的 水 平平 板 之 间 的 流体 中 ， 下 平板 的 温度 
(7T,) 大 于 上 平板 的 温度 (7T,)。 如果 瘟 度 差 7, 一 7T 很 小 , 则 流体 仍 
。266。 





旧 处 于 静止 , 并 且 只 有 纯粹 的 导热 , 则 流体 的 温度 和 密度 只 是 铅 短 
坐标 的 函数 , 密度 向 上 增加 . 但 是 , 如 果 温 度 差 7 一 7 超过 某 个 临 
界 值 ( 它 取 决 于 平板 之 间 的 距离 ! ), 上 述 状 态 就 变 成 不 稳定 的 了 ， 
于 是 出 现 了 定常 对 流 . 在 理论 上 可 以 确定 出 不 稳定 性 开始 的 条 件 
( 见 问 题 5?。 温度 差 的 临界 值 作为 一 个 因子 出 现在 以 下 的 乘积 中 ， 

GCP 一 0I1 (T,—T)/vX. (56. 11) 
在 两 个 恒温 固体 平板 之 间 的 流体 层 中 , 如 果 GP 之 1710， 则 对 流 必 
定 发 生 . 如 果 上 表面 是 自由 面 , 但 是 仍旧 维持 恒温 , 则 GP 之 1100 
时 就 出 现 对 流 @. 

这 里 出 现 的 对 流 是 有 它 自己 的 特点 的 ， 因 为 流体 在 水 平面 上 
是 无 界 的 , 显然 流动 在 该 平面 内 必须 是 周期 性 的 ， 换 句 话说 , 两 个 
边界 平面 之 间 的 空间 必然 被 分 割 成 许 许多 多 的 正 棱 柱 体 ， 在 每 一 
个 正 棱柱 体 中 ， 流 体 以 同样 的 方式 运动 ， 这 些 正 棱柱 体 的 水 平 截 
面 在 该 水 平面 内 组 成 网 格 ， 在 理论 上 要 确定 这 些 网 格 的 性 质 是 非 
常 困难 的 , 但 是 实验 结果 似乎 表明 存在 着 六 边 形 的 图 案 ， 因 此 , 对 
流 由 一 个 个 六 角形 校 柱 体 的 单元 组 成 ， 在 柱 体 中 间 的 流体 向 上 运 
动 , 而 在 边 上 的 流体 向 下 运动 , 或 者 两 者 的 流向 正好 反 过 来 . 

当 G 的 值 非常 大 时 ， 定常 对 流 又 变 成 不 稳定 的 ， 在 G~ 
50,000 时 , 淇 流 开始 建 立 . : 

作为 不 稳定 性 的 另 一 个 类 似 情况 ， 应 提 到 在 铅 垂 圆柱 形 管道 
中 对 流 的 例子 ， 其 中 沿 管 轴 保 持 有 恒定 的 温度 梯度 ， 这 里 也 有 一 
个 GP 乘积 的 临界 值 , 超过 它 , 流体 的 静止 状态 将 是 不 稳定 的 ， 见 
《问题 6 》。 

QD 如 果 ! 足够 大 , 这些 条 件 ( 对 于 给 定 的 温度 差 T, 一 T1) 总 是 满足 的 ， 为 了 避免 
误解 , 应 该 说 明 我 们 在 这 里 指 的 是 这 样 的 1 值 ， 在 这 个 距离 上 由 重力 作用 引起 的 流体 
密度 变化 是 不 重要 的 . 因此 , 上 述 判 据 不 能 用 于 很 高 的 气 往 ， 如 果 遇 到 了 这 种 情形 ， 我 
们 应 当 采 用 § 4 导出 的 判 据 ， 从 那里 可 知 , 对 于 任何 高 度 的 气 柱 ， 如 果 温 度 梯 度 足够 
小 , 对 流 不 一 定 出 现 . 
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问 项 

问题 1， 设 在 铝 科 平板 上 出 现 自 由 对 流 ， 候 定 只 在 紧 贴 子 乎 板 表 面 的 藻 
边界 层 中 述 度 和 温 度 差 7"==T 了 一 To( 其 中 T。 是 无 穷 远 处 流体 的 温度 ) 才 明 
显 地 蜡 于 零 ， 试 确定 自由 对 流 的 努 塞 尔 数 [ 波 尔 豪 森 (K. Pohlhaussen)1. 

解 : 我 们 将 坐标 原点 取 在 平板 的 下 缘 , z 轿 沿 铝 重 方向， 4 轴 委 直 于 平 
板 ， 因 为 边界 层 中 压力 沿 y 轴 不 变 ( 参 阅 8 39), 所 以 各 处 压力 等 子 流体 静 压 
力 ps(z)， 即 9' 一 0， 按 照 通常 的 边界 层 理论 的 精 诬 ， 方 程 (56. 5) 一 (56.7 
变 为 : 





22> 22y ,2 Vr | Pn 
vor oy 及 一 ”5 -Bg(T—T), (1) 
aT ,37T _ ,9T 
?2353 332 (2) 
os ,ap - 
2 二 2 9 《3) 
其 边界 条 件 为 
在 y=0 时 ， Vz 一 Vy 二 0， 了 一 了 T 了 (Tl 是 平板 温度 )3 
在 8 一 co 时 ， 9 一 0， 人 二 7。. 
通过 引入 自 变量 ， 0 - 
Ch 4, ~ (4) 
其 中 | 


C=[Bg (TT) /492D1, 
可 将 这 些 方程 化 为 常 微 分 方程 ， 诗 令 
J Ve=dyCN TG ED (5) 
下 一 人 ,一 (7T.—70)0(£). 
则 方程 (3) 给 出 
vy—=vO7x -1A(E0’ 一 30)， 
而 方程 (1) 和 和 (2) 给 出 $$ 和 8 的 方程 : 
$+399" —2$ 2 十 0 一 0， 
6 十 3Pg0 =0， | | 9) 
其 边界 条 件 为 ， 
$0)=$’ (0) =0,0(0) = 了 
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db (co) =0, 0(%0)=0. 
由 式 (4) 和 式 (5) 得 边界 层 厚 度 的 量 级 为 
O~7x4/C. 
土 述 方程 的 解 能 够 成 立 的 条 件 为 6 和 &! (其 中 ! 是 平板 的 高 度 ), 或 G1/ 之 1. 平 
板 单 位 面积 上 的 总 热 通 量 为 | 
4=—T | * « (2 2 ie Sr0 (0, PC 一 TO 


努 塞 尔 数 为 W=f(P)G4 其 中 函数 了 (P) 通 过 解 方程 (6) 来 定 出 
问题 2， 设 在 重力 场 作用 下 ， 一 个 浸没 的 热气 体 应 流 射 流 圆 滑 地 弯曲 ， 
试 求 它 的 形状 ( 阿 勃 拉 英 维 奇 TH. AbpaMoBru，1938) 
解 : 设 7T' 是 射流 和 周围 气体 之 间 温 度 差 的 其 个 平均 值 〈( 在 射流 核 礁 看 
上 平均 ), 4% 是 射流 中 气体 的 某 个 平均 速度 , 1 是 沿 射 流离 开 其 入 射 点 的 距 谨 ， 
其 中 2 假定 为 远大 于 射流 出 口 处 口径 的 尺寸 ， 沿 射流 热 通 量 不 变 的 条 件 为 
四 ”Q@~pecsT'wuR? 一 常数 . 
内 为 汕 疲 射 访 的 半径 正比 于 ?7 ( 参 闷 3 35), 我 们 得 
T'wul? 二 常数 和 ~@/ pey; (1) 
我 们 要 指出 , 如 果 不 计 和 置 力 场 的 影响 ， 则 %~17 红 见 式 (35. 3)]， 并 由 此 从 式 
(1) 得 出 ~171. 
通过 射流 横 截面 的 动量 通 量 和 失 量 正比 于 pw?Rin~gu?lin, 其 中 恬 是 沿 射 
诺 的 单位 矢量 ， 动 量 通 量 矢量 的 水 平分 量 沿 射流 不 变 , 即 
2272cCos0 一 常数 ， (2) 
共 中 8 是 n 与 水 平方 向 之 间 的 夹 角 , 而 其 外 全 分 量 的 变化 是 作用 在 射流 上 的 
“升力 ”所 引起 的 .升力 正比 于 
phyT R*~ppgTl’~pgQ/cpu. 


因此 我 们 得 
d(lwsinb) /adl ~ Pg/ pcpu. (3) 
其 次 从 式 (2) 得 出 
ad(tg09) /dl 二 常数 XX Leos 0, 
所 以 最 后 得 
2 CO 
| 第 数 Xx， 9 


其 中 06 给 出 射流 入 射 的 方向 。 
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特别 是 , 如 果 48 沿 射流 的 变化 不 天, 则 式 (4) 给 提 
0 一 90, 二 常数 XL. 
也 就 是 说 射流 的 形状 是 一 条 三 次 抛物 线 , 它 对 吉 线 的 偏离 县 
a 二 常数 XW. 
问题 3， 设 有 一 加 热气 休 的 涡流 射流 (具有 很 大 的 格拉 肖 夫 数 ) 从 固定 
的 热 物 体 上 升 起 ， 试 求 射流 中 速度 和 温度 随 高 度 的 变化 规律 ( 史 . 6, 泽 尔 道 
维和 证 ,1937)， 
解 : 和 上 述 情形 一 样 , 射流 的 半径 正比 于 离开 射流 源 的 距离 。 仿 照 问题 
2 中 的 式 (1), 我 们 得 
Tuz? 二 常数 ， 
并 且 用 
Q(z2w?) /dz 二 常数 
来 代 父 式 (3), 其 中 z 是 在 物体 上 方 的 高 度 , 假定 它 远 大 于 物体 的 线 度 ， 进 行 
积分 后 求 得 速度 
人 下 2113， 
以 及 温度 
T'~2-53 
问题 4， 共 它 条 件 和 问题 3 相同 ,但 这 里 是 自由 升 起 的 层 流 对 流 射 流 
(4. B. 泽 尔 道 维 奇 , 1937)， 
解 : 除了 表示 热 通 量 不 变 的 关系 式 之 外 , 即 除了 
T’'wuB? 一 常数 ， 
之 外 还 有 从 方程 (56.5) 得 出 的 
us/z~vu/ R— pgT'. 
根据 这 些 关 系 式 , 我 们 求 得 下 列 半 径 , 速度 和 温度 随 高 度 的 变化 规律 : 
及 ~ 2z， dd 二 常数 , TT’ 一 1/z. 
还 可 以 指出 , 格拉 首 夫 数 
G~T’R~M 2, 
即 G 随 高 度 的 增加 而 增加 ， 所 以 在 一 定 的 高 度 上 , 射流 必定 要 变 成 浓 流 . 
问题 5， 设 有 两 块 平板 , 各 自 保 持原 给 定 的 温度 , 其 间 发 生 对 流 过 程 , 试 
确定 开始 出 现 定常 对 流 条 件 的 控制 方程 ( 瑞 利 , 1916) . 
解 : 在 具有 不 变 的 铅 慌 温度 梯度 27/13z 一 一 4<0 的 静止 流体 中 ， 加 上 
一 正比 于 e ;的 扰动 。 如 果 有 任何 一 个 可 能 的 @。 值 的 虚 部 为 正 ， 则 流体 的 
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静 目 状态 是 不 似 定 的 ， 因 此 , 不 稳定 性 的 到 来 取决 于 是 否 出 现 使 o 的 虚 部 为 
零 的 解 . 在 本 问题 中 , 我 们 讨论 出 不 稳定 性 引起 定常 对 流出 现 条 件 ; 因此 必 
须 找 出 吕 实 部 也 为 零 的 解 , 也 就 是 要 找 出 与 时 间 无 关 的 解 ， 
在 方程 (56. 5) 一 (56.7) 中 ， 扰 动 运动 的 速度 v 以 及 由 它 引 起 的 压力 改 
变量 均 为 小 量 ， 将 温度 写成 
和 一 一 4z 十 T， 
其 中 扰动 量 + 很 小 ， 假 定 由 乙 定 的 温度 梯度 引起 的 压力 改变 量 已 包含 在 7。 
中 .在 赂 去 二 阶 量 以 后 , 我 们 求 得 
vAv=V(p 1/p) 十 prg， | 


(1) 
XAT= ~ Av,, V'v=0., 
消去 v 和 p/p, 得 到 7 的 方程 : : 
ar /9 7， Or 
人 一 9 (2) 


其 中 =pBg4/vX 二 GP, 而 1 是 两 平板 之 间 的 距离 ， 
在 辕 壁 1, 方程 (1) 的 边界 条 件 为 
T=0, 2 一 0， av./92=0, 
因为 对 于 所 有 的 z 和 Y 都 必须 有 wv, 二 vy 二 0， 所 以 边界 条 件 中 的 最 后 -个 条 
件 是 由 连续 方程 得 来 的 ， 根 据 方 程 (1 中 的 第 二 个 方程 ，w。 的 条 件 可 以 由 = 
的 高 阶 导数 的 条 件 来 代 符 , 其 由 2:r/2z? 求 扯 ， 
我 们 寻找 具有 es"*?f(z) 形式 的 mr， 其 中 有 是 zy 平面 内 的 矢量 ， 由 此 得 
到 f(z) 的 方程 为 
i ) 于 入 一 0 
这 个 方程 的 通 解 是 函数 ch (4s/2) 和 sh(u4zyD 的 线性 组 合 , 其 中 
Kk? p(k) 1, 
这 里 的 3/1 具有 三 个 不 同 的 值 ， 通 解 的 系数 由 边界 条 件 决定 , 由 此 导出 一 个 
代数 方程 组 ， 然 后 由 相 容 性 条 件 决定 出 函数 (yy)， 其 反 函 数 y=y (82) 对 
某 个 kl 值 有 最 小 值 ， 对 应 的 ?一 GP 决定 了 发 生 不 稳定 性 所 要求 的 判 据 , 同 
时 雍 值 决定 了 所 得 运动 在 zy 平面 内 的 周期 性 , 但 不 是 对 称 的 ?2. 
问题 6， 设 铬 牌 圆柱 形 管道 中 的 流体 处 于 平衡 ， 并 且 沿 管道 保持 有 不 变 


Q@ 详尽 的 计算 见 A.Pellew andR,V,Southwell, Proc. Roy. Soc., A176, 312， 
1940, 
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的 温度 梯度 ， 试 确定 发 人 生 定 常 对 流 的 临界 条 件 ( 奥 斯 特 罗 莫 夫 T. A.Ocrpo- 
MOB，1946) . 

解 : 我 们 来 求 问题 5 中 方程 组 (1) 的 这 样 的 解 ， 其 中 对 流速 度 处 处 平行 
于 管 轴 ( 即 z 轴 ), 流动 图 案 沿 管 轴 不 变 , 即 v= 二 2?.t 和 27 /92 只 决定 于 坐标 
Zz 和 y。， 此 时 方程 组 变 成 


22 /927=0, 928 /12 一 0， 1 (1) 
vA2v=— Pgrt (1/p) 322 /122， 
XAT=— Ayv, 
其 中 
人 ;三 32/3z2 十 22 /9y’. 
头 两 个 方程 表明 


937 /9z 二 常数 ， 
骨 在 其 余 两 个 方程 中 消去 r, 则 得 
人 3 沁 一 PVA/ 及 
在 这 里 再 一 次 令 
y=AR‘Bg/Xv=GP, 
尽 是 管道 的 半径 ， 在 管 妹 上 , 必须 有 v==0 以 及 热 通 量 连 续 ， 此 外 , 通过 管道 
横 截 面 的 总 质量 通 量 必须 为 零 
方程 (1) 有 形式 为 
Jn (Er) cosng, 1T, (kr)cosng 
的 解 , 其 中 J, 和 7， 分别 是 实 宗 量 和 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 ,7? 和 $$ 是 管道 机 
截面 上 上 的 极 坐标 , 而 KR 二 YMA， 对 流 的 起 始点 对 应 于 取 最 小 值 的 解 ， 可 以 
发 现 , 它 就 是 n==1 的 解 : 
v=vo cos PE ET TI KER) — 1 Er) TER)]. 
T=vVo (VE’/ Bq) eos BL (ET) TI CER) 十 Zi Cr) (KR)]. 
上 述 解 中 并 不 出 现 压 力 梯度 22 /32z、 当 7 博时, 条件 v==0 总 是 满足 的 , 而 
且 通 过 管道 横 截 看 的 总 质量 通 量 为 零 ， 在 管 壁 绝热 的 极限 情形 下 , 我 们 还 必 
须 有 如 下 的 条 件 : 
当 7 一 已 时 ， 2r/2r 一 0， 
或 
JokR) 7o(KR) 2 


一 一 一 一 


Ji CR) TER) EB 
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这 个 方程 的 最 小 根 给 出 所 需 的 临界 值 =(R) 一 67,4。 在 管 圣 有 无 限 大 的 
导热 系数 的 相反 的 极限 情形 下 , 则 必须 有 

在 7 二 BR 时， 二 
这 时 J1(E8) =0, 由 此 得 出 临界 值 一 215.87。 : 


@ 更 详细 的 讨论 见 TA. OcrpoywoB， Oeo6o0xan Koneexuun @ TCRD6HHRHZ 
OHYyMmpen Weié 3a0auwy, LocTexn3naT, 1952。 


es 273。 





第 六 章 扩 和 获 


§ 597， 混合 流体 的 流体 动力 学 方程 

前 面 的 所 有 论述 都 始终 假设 流体 是 完全 均匀 的 ， 如果 我 们 要 
研究 混合 流体 , 且 它 在 不 同位 置 上 的 组 成 是 不 一 样 的 , 那 末 流体 动 
力学 方程 斌 要 作 相 当 大 的 改变 . 

在 这 里 ， 我 们 只 讨论 两 个 成 分 的 混合 流体 ， 混合 流体 的 组 成 
由 浓度 c 描述 ，c 定义 为 给 定 的 体 元 内 一 种 成 分 的 质量 与 该 体 元 
流体 总 质量 之 比 . 

流体 中 的 浓度 分 布 一 般 要 随时 间 而 发 生变 化 ， 这 种 变化 有 两 
个 方面 。 第 一 , 当 流 体 有 宏观 运动 时 , 任何 给 定 的 一 小 部 分 流体 都 
作为 一 个 整体 在 移动 ; 其 组 成 保持 不 变 ， 这 就 导致 流体 的 纯 机 械 
混合 , 虽然 每 个 移动 部 分 的 组 成 不 变 , 但 在 空间 任 一 点 卡 ， 流 体 浓 
度 在 随时 间 变 化 ， 如 果 忽 略 可 能 发 生 的 导热 和 内 摩擦 过 程 ， 那 末 
这 种 浓度 变化 是 热力 学 可 逆 的 过 程 , 不 致 引起 能 量 耗 散 . 

第 二 , 由 于 各 成 分 的 分 子 从 流体 的 一 部 分 转移 到 男 一 部 分 , 可 
使 混合 流体 的 组 成 发 生 改变 . 这 种 由 于 直接 改变 每 一 小 部 分 疲 体 
的 组 成 而 使 浓度 均匀 化 的 过 程 称 为 扩散 . 扩 衣 是 一 种 不 可 逆 过 
程 , 并且. 与 导热 和 烙 性 一 样 , 是 混合 流体 中 能 量 耗 散 的 原因 志 一 . 

我 们 用 2 表示 流体 的 总 密度 .关于 流体 总 质量 的 连续 方程 ， 
和 以 前 一 样 , 为 

ap/at+vy'(pv)=0. (57. 1) 

这 个 方程 表示 ， 任 何 体积 中 流体 的 总 质 生 只 能 由 流体 流入 或 琉 出 
这 个 体积 而 号 起 改变 。 应 强调 指 出 : 严格 说 米 , 对 十 混合 流体 , 我 
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们 必须 对 速度 概念 本 身 重 新 定义 ， 写 出 (57.1)》 形式 的 连续 7 
和 以 前 一 样 , 我 舍 拒 速度 定义 为 单位 质量 流体 的 总 动量 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 (15. 5) 也 不 变现 在 ， 我 们 将 对 混合 流体 
导出 其 余 的 流体 动力 学 方程 . 
在 没有 扩散 的 情况 下 , 当 任 何 给 定 的 流体 元 移动 时 , 其 组 成 将 
保持 不 变 。 这 意味 着 全 导数 dc/ Qt 应 为 零 , 就 是 说 方程 式 
dc/adt=dc/at-r (VW: Yec=0 
应 成 立 ， 利 用 (57. 1), 这 个 方程 可 写成 
9(pe) /oat ty: (pew)=0, 
即 写 成 混合 流体 中 某 一 种 成 分 的 连续 方程 (pc 是 单位 体积 中 该 成 
分 的 质量 )。 写 成 积分 形式 为 
元 | pear= -中 oem'm1 
这 表明 ; 任何 体积 内 这 一 成 分 质量 的 变化 率 等 于 因 流 体 运动 罕 过 
该 体积 盘面 所 输 运 的 质量 . 
对 于 有 扩散 的 情形 ， 除 了 所 讨论 的 成 分 随 流 体 一 起 运动 的 通 
量 pcm 以 外 , 即使 流体 作为 整体 是 处 于 静止 状态 ， 也 还 有 另 一 个 
通 量 , 该 通 量 引起 这 一 成 分 的 传递 . AA i 是 这 一 扩散 通 量 的 密度 
即 单位 时 间 内 由 于 扩散 而 穿 过 单位 面积 所 输 运 的 这 一 成 分 的 质 
量 D。 因 而 在 任 一 体积 内 , 这 一 成 分 质量 的 变化 率 为 


|pcdy = 要 bocwaf — hiaf 


或 写成 微分 形式 


9(pc) 
gat 


利用 (57. 1), 可 将 某 一 种 成 分 的 “连续 方程 ”写成 


”两 种 成 分 的 通 量 密度 之 和 应 为 pv， 若 一 种 成 分 的 通 量 密 度 是 pcv?， 则 另 
一 种 成 分 的 通 量 密度 就 是 PpP (1 一 0)v 一 i 


一 一 YLocm) 一 YY (57. 2) 
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pF vo: ve)= st (57, 3) 


为 了 导出 另 一 方程 , 我 们 重复 $ 49 中 所 作 的 讨论 ; 但 要 记 住 ， 
现在 流体 的 热力 学 量 也 是 浓度 的 函数 ， 在 通过 运动 方程 计算 叶 数 
(§ 49 中 ) 


3 人 ro 
时 , 必须 对 p9e/9t 和 一 .V2 两 项 进行 变换 .现在 需要 修改 这 个 
变换 ， 因 为 现在 内 能 和 烩 的 热力 学 恒等式 包含 一 个 浓度 “ 的 微分 
的 附加 项 ; 
Ze 一 ds 十 (?/p dpD 十 Adc， 
dw Tdst+(l1/p)adap 上 Adc， 
这 里 4 是 近 当 定义 的 混合 流体 的 化 学 势 P， 因 此 在 导数 p9e/at 
中 出 现 一 个 附加 项 pu93c13t， 把 上 面 的 第 二 个 热力 学 关系 写成 
dp—=padw— pTds— pudc 
我 们 看 出 , 项 一 2 :Vy2 将 含有 一 个 附加 项 ppv' Ye. 
因此 ， 我 们 必须 把 


pp (Ft ‘ve ) 


加 到 表达 式 (49.3) 上 去 .由 方程 (57.3), 上 式 可 写成 


QD 由 热力 学 知道 , 对 两 种 物质 的 混合 流体 而 言 , 热力 学 恒等式 为 
Ce 一 ?as 一 Do -tuadnt Hdns, 
式 中 必 . 0 是 1 克 混合 流体 中 两 种 物质 的 粒子 数 , 4:，1z 是 两 种 物质 的 化 学 势 . 数值 
nn 和 2%: 满足 关系 式 Roum 十 mems 一 1, 这 里 mi,m: 是 这 两 种 粒子 的 质量 . 若 引 进 浓度 c= 
nmi 作为 变量 ， -oR 
=Tds~—paV + (fm Hl m2) dec, . 
把 此 式 与 正文 中 所 给 hI 可 知 化 学 势 上 与 4 As 有 以 下 关系 : 


4K= 候 2 
ii m3 
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= 
结果 得 出 
9 村 2 .| 二 一 和 (地 2 1 )- pd 
史 ( 于 poTpoe a 5 十 好 vo'+q |+ 


+p7 (tovs )- Oi 2 mY 一 AV'i (57. 4) 


上 式 中 已 用 热 通 量 9 代 闪 i 9 不 仅 可 以 依赖 于 温度 化 庶 ， 
而 且 还 可 以 依赖 于 浓度 梯度 ( 见 下 一 市 )， 上 趟 在 边 后 两 项 的 和 可 
写成 
V'q—HV'i=VY:(g—H1i)+i'yk. 
根据 g 的 定义 , (57.4) 中 艇 度 算 子 下 的 运算 量 


pe( 训 2 本 wo) 一 mc tq 


是 流体 中 总 的 能 量 通 量 ， 其 第 一 项 古 可 逆 的 能 量 通 量 ， 仅 仅 是 由 
流体 作为 整体 运动 所 产生 的 ;而 后 二 项 之 和 
一 wo 十 9 
是 不 可 逆 的 通 量 ， 当 不 存在 宏观 运动 时 , 粘性 通 量 vo 是 零 ， 而 
执 通 量 束 是 g. 
能 量 守 恒 方程 为 


于 ( 志 六 os) 一 Von 人 3-ootdl (57. 5) 
从 (57. 4) 减 去 上 式 , 即 得 所 要 求 的 方程 


pz( 第 二 VO vs )= ov: (q— i)—i:Vi, (57.6€) 


此 式 吓 (49.4) 的 推广 . 
于 足 我们 得 到 了 混合 流体 的 流体 动力 学 完备 方程 组 .此 方程 
组 中 方程 式 的 数目 比 单一 流体 情形 多 一 个 ， 因 为 赠 加 了 一 个 未 知 
团 数 , 妇 访 度 ， 这 些 方程 是 连续 方 积 457. 了 ), 纳 维 -斯 攻克 斯 方程 ， 
一 种 成 分 的 “连续 方程 "(57. 2) 以 及 确定 炳 变化 的 方程 (57.6)， 应 
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注意 ， 方 程 (57.2) 和 “(57. 6) 实际 上 只 确定 了 相应 的 流体 动力 学 
方程 的 形式 ， 因 为 这 两 个 方程 中 含有 未 定 的 通 量 i 和 gq. 只 有 当 
i 和 9 用 浓度 梯度 和 温度 梯度 的 表达 式 代 赫 时 , 这 两 个 方程 式 才 
是 确定 的 ,i 和 9 的 表达 式 将 在 $ 58 中 给 

关于 访 体 总 灼 变化 率 ， 与 $ 49 中 的 计算 完全 类 似 ， 只 是 所 
(57.6) 人 代替 (49., 4), 结果 是 


9 (osav = (9TH VT gy (LVegy 4 
到 |osar = | dy | PAV + (57.7) 


为 了 写 得 人 简短 一 点 , 式 中 省 咯 了 粘性 项 , 


8 58， 传 质 系数 和 热 扩散 系数 

扩散 通 量 i 和 热 通 量 g 是 由 于 流体 中 存在 浓度 梯度 和 温度 梯 
度 而 产生 的 .但 不 应 认为 i 只 依赖 于 浓度 梯度 ， 而 q 只 依赖 于 浊 
度 梯 度 ， 相反 , 这 里 每 一 通 量 一 般 都 同时 依赖 于 这 两 个 梯度 . 

车 浓度 梯度 和 温度 梯度 不 大 ， 我 们 可 以 假设 和 g 是 VA 和 
VT 的 线性 函数 加 ， 因 此 , 我 们 把 1 和 9g 写 成 

i=—aVvu— PVT, 
q= —OV4— yyT + hi. 

系数 和 6 之 间 有 一 个 简单 的 关系 ， 这 是 动力 系数 对 称 原理 
的 结论 。 此 对 称 原 理 如 下 所 述 名 . 

我 们 来 研究 某 一 个 封闭 系统 , 令 4, ?2… 是 表征 该 系统 状态 的 
某 些 量 . 这 些 量 的 平衡 值 可 由 下 述 事实 决定 : 在 统计 平衡 情况 下 ， 
整个 系统 的 炉 S 必定 是 最 大 值 ， 即 对 所 有 的 a, 我 们 有 Xe== 0, 这 


QD 通 量 g 和 与 压力 梯度 无 关 ( 对 于 给 定 的 Vu 和 VT), 其 理由 与 $49 中 关于 
9 所 述 理 由 相同 . 

DD 见 Statistlical Physics, § 119, Pergamon Press, London 1958,(.1.7. 良 
道 ,上 . M. 杰 弗 席 茨 著 , 杨 训 蕊 等 译 , 统计 物理 学 , 人 民 教 育 出 版 社 , 1964,) 
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里 X。 表示 下 列 导 数 

Xs,=—98 /ro. (58. 1) 
我 们 假设 该 系统 处 于 接近 平衡 的 状态 。 这 意味 着 所 有 的 za 与 其 
平衡 值 相差 很 小 , 因此 X。 很 小 . 这 时 将 出 现 使 系统 趋 于 平衡 的 某 
些 过 程 . 量 ze 是 时 间 的 函数 , 而 ze 的 变化 率 由 时 间 导 数 ze 给 出 . 
我 们 把 ze 表 成 Xe 的 函数 ， 并 把 这 些 函 数 展 成 级 数 。 只 考虑 一 阶 
项 ， 我 们 有 

ba = 一 人 paoX. (58. 2) 


动力 系数 对 称 原理 说 明 ?as ( 称 为 动力 系数 ) 天 于 下 标 a 和 5 是 对 
称 的 , 即 
Vas —= Voa* (58. 3) 
精 仿 的 变化 率 是 

全 一 一 之 信 。 (58. 4) 
现在 设 在 系统 不 同 的 点 上 ze 本 身 不 相同 , 即 每 个 体积 元 有 它 自 己 
的 ze 值 ， 世 就 是 说 ， 我 们 假设 ze 是 坐标 的 函数 ， 则 在 5 的 表达 

式 中 ,除了 对 a 求 和 以 外 , 我 们 还 必须 在 整个 系统 的 体积 上 积 
六 = —| 2 xody. (58. 4a) 


任何 给 定点 上 x 的 值 通常 确实 只 依 御 于 该 点 Xs 的 值 ， 这 
样 , 我 们 可 以 对 系统 中 的 每 一 点 ， 写 出 ze 与 X4 的 关系 , 并 得 到 和 
以 前 同样 的 公式 中. z | 

在 目前 所 研究 的 问题 中 ,我们 把 矢量 1 和 4 一 ki 的 分 量 取 作 

zo 于 是 比较 (57.7) 和 (58. 49) 可 知 ，Xo 分别 为 天 量 (1/7)VA 和 

@ ”严格 说 来 ， 为 了 把 对 离散 的 物 理 量 的 集合 所 求 得 的 关系 式 用 于 连续 分 布 情 

形 , 我 们 应 当 把 积分 (58. 44) 写 成 求 和 的 形式 , 即 在 物体 上 许多 小 区 域 (但 仍 是 有 限 的 》 

AV 求 和 ( 见 $ 132); 因而 系数 ye 的 这 个 定义 也 涉及 A 洲 ， 但 在 旧 前 情况 下 , 这 样 处 
理 是 不 必要 的 , 因为 我 们 只 利用 动力 系数 的 对 称 性 , 而 不 是 用 动力 系数 实际 的 数值. 
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《1/7T?)V7T 的 分 量 .， 动力 系数 yes 是 下 列 方程 中 这 些 矢 量 的 系数 ， 
= 一 az( 有 全 )- p7 (和 二 
ed v7" (和 
由 动力 系数 的 对 称 性 , 应 有 
pT?=6T， 或 6=p8T. 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 关系 式 . 
因此 ,我们 可 以 把 通 量 tt 和 9 写成 
i=—avu—pBVYT, 
G= 一 PTVA 一 ?VZ -At 
式 中 只 有 三 个 独立 系数 &, 8B, yy， 在 热 通 量 表述 式 中 ， 请 去 VA 走 
有 益 的 , 这 只 要 用 1 和 V7 去 代 赫 它 。 于 是 我 们 有 


(58. 5) 


i= —avVu— BVT, (58.6) 
q= (4+BT/a)i—kVT, (58.7) 

其 中 z 
—pT/a. (58. 8) 


车 扩散 通 量 1 为 去, 则 成 为 绅 导 热 . 如 果 出 现 这 种 情况 ,7 和 

4 必须 满足 方程 
avVvu 十 BVT 二 0， 或 adu + BaT=0. 
对 这 个 方程 积分 得 出 f(c,7T)==0 形式 的 关系 式 ， 国 数 了 中 不 显 含 
坐标 ，( 化 学 势 不 仅 是 c 和 允 的 图 数 , 而 且 是 压力 的 图 数 ， 但 在 平 
衡 状态 下 ， 压 力 是 常数 . ) 此 式 确定 了 在 没有 扩散 通 量 条 件 下 所 应 
保持 的 浓度 与 温度 的 关系 .此 外 ,因为 1=0, 由 (58.7) 我 们 有 
q= —KVY, 

所 以 « 就 是 导热 系数 ， 


现在 我 们 转 而 应 用 通常 的 变量 p, T 和 c。 我 们 有 
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adn 9n DLL 
0 (等 ) ， YE ( 营 ) he (EE) ， Vp. 
可 以 用 (9V/3c)p,7T 代替 最 后 一 项 中 的 导数 (94/3p)。zr， 这 里 VY 是 
比 容 D。 将 上 式 代 入 (58.6) 和 (58.7), 并 今 


& /gu 
2 
pp dc T, Ds 


pkzD/T = a( 乡 2 + (58. 9) 
hoo), /A(R),, (S810) 

我 们 得 
i= 一 pD| vet 多 ed DV? | (58. 11) 


q=|k ( 坷 ) ， -?( 乡 ) + 上 -evz， (58. 12) 

系数 DD 称 为 扩散 系数 或 传 质 系数 ; 该 式 给 出 只 存在 浓度 梯度 
时 的 扩散 通 量 . 由 温度 梯度 引起 的 扩散 通 量 由 热 扩 散 系数 tozD 
给 出 ; 无 量 纲 量 kz 称 为 热 扩 散 比 ， 

关于 (58. 11) 中 最 后 一 项 , 只 有 当 流 体 中 存在 较 大 的 压力 梯度 
(比如 说 ， 由 外 力 场 引 起 ) 时 才 有 必要 孝 虚 .系数 £5D 称 为 压力 扩 
散 系数 .应 注意 , 根据 公式 (58. 10), 无 量 纲 量 , 仅 由 热力 学 性 质 
完全 确定 . 

当然 ， 在 单一 流体 中 不 存在 扩散 通 量 ， 因 此 很 清楚 ， 在 c=0 
和 c 二 1 这 两 种 极限 情况 下 ，kz 和 ks 都 必须 为 零 . 

燃 只 能 增加 的 条 件 对 公式 (58. 6) 和 (58. 7) 中 的 系数 加 了 一 定 


中 这 两 个 导数 相等 是 由 热力 学 恒等式 
d$=—sdTtrVdapt+ude 
得 到 的 , 这 里 $ 是 单位 质量 的 热力 学 势 
(9pf 2p)e,7= 09:p/ dpIc = 9V /906) ,Pe 
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的 限制 ， 把 这 两 个 公式 代入 灶 变 化 率 的 表达 式 (57. 7), 我 们 得 


计 | psdv= 全 dV 十 [w+ … (58.13) 


因此 很 请 楚 , 除了 我 们 已 知 的 条 件 x 二 0 以 外 ,还 必须 有 a 二 0。 记 
住 导数 (94/9c) s.r 总 是 正 的 0， 因 此 得 出 扩散 系数 必定 是 正 的 ， 
即 D 二 0, 但 是 kr 和 %s 可 正 可 负 ， 

我 们 不 准备 写 出 这 些 元 长 的 普通 方程 ， 这 些 方程 可 用 上 述 i 
和 QG 的 表达 去 代入 (57.3) 和 (57. 6) 求 得 . 我 们 将 只 考虑 这 种 情 
形 : 即 没 有 明显 的 压力 梯度 , 并 且 流 体 浓 度 和 混 度 的 变化 不 大 , 以 
致 我 们 可 以 假设 表达 式 (58. 11) 和 (58.12) 中 的 系数 为 常数 ， 尽 管 
一 般 说 来 ， 这 些 系 数 是 和 了 的 图 数 ， 此 外 ， 我 们 还 假设 流体 中 
设 有 别 的 宏观 运动 , 只 有 因 温 度 梯度 和 浓度 梯度 而 引起 的 运动 , 这 
种 运动 的 速度 与 这 些 梯度 成 正比 ; 因此, 方程 (57. 3) 和 (57.6) 包 含 
速度 中 的 那些 项 是 二 阶 小 量 ， 可 略 去 不 计 . (57. 6) 中 的 项 一 i.V4 
也 古 二 阶 小 量 ， 所 以 我 们 有 

pac/gt + VY:1=0, pT9s/9t -+ y'(q— 411)=0. 

把 和 qa 的 表达 式 (58.11) 和 (58.12) (这 时 没有 Vp 项 )， 代 入 上 
式 , 并 对 导数 98/9t 进行 如 下 变换 @ 
9s =-( 劳 ) 97 ( 革 ) 9c_ cr9AT (各 gc 


ot oT .,» 9t 9c/r,r 9t Tat oT p002" 
经 过 简单 的 计算 以 后 , 我 们 得 
六 全 D| Ac+t AT| (58. 14) 
2 多 
3 ol ac),, Fi xX AL, (58. 15) 


这 个 线性 方程 组 可 确定 流体 中 的 温度 分 布 和 浓度 分 布 ， 


@@ 见 Statistical Physics§ 95(JL. I, 朗 道 等 ,统计 物理 学 1964)。 
四 因为 (3s/2c)pz 一 一 9313c27 一 一 (924137)pee . 
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浓度 很 小 的 情形 特别 重要 ， 当 浓度 趋 于 零 时 ， 扩 散 系数 趋 于 
一 个 有 限 的 常数 ,但 热 扩散 系数 趋 于 零 ， 因 此 , 若 浓 度 很 小 ,kz 也 
很 小 , 我 们 就 可 略 去 (58. 14) 中 的 项 tzAT, 于 是 (58. 14) 变 成 扩散 
方程 

9c/at =DAc. (58. 16) 

在 不 同 的 情况 下 ， 加 在 (58.16) 的 解 上 的 边界 条 件 也 是 不 司 

的 , 在 不 溶解 于 该 流体 的 固体 表面 上 , 扩散 通 量 

ti 一 一 DODVc， 
的 法 向 分 量 必须 为 零 , 即 有 

ac/37 一 0. 
但 假如 物体 可 以 溶解 在 该 流体 中 ， 因 而 有 来 自 物体 的 扩散 ， 则 在 
物 面 附近 可 迅速 达到 平衡 , 而 紧 贴 物体 处 的 浓度 是 饱和 浓度 cu; 物 
质 由 这 一 层 向 外 扩散 要 比 溶解 过 程 进行 得 缓慢 ; 因此 ， 在 这 种 物 
面 上 的 边界 条 件 是 c=c。， 最 后 ， 若 固体 表面 能 吸 收 落 到 它 上 面 
的 扩散 物质 , 则 边界 条 件 是 =0; 这 种 情形 在 研究 固体 表面 上 的 
化 学 反应 时 会 遇 到 . 

因为 纯 扩散 方程 (58. 16) 与 导热 方程 (50. 4) 形 式 完全 相同 , 所 
以 我 们 可 把 $51 和 852 中 导出 的 全 部 公式 直接 用 于 扩散 情形 ， 只 
要 用 。 代 赫 和 DD 代 赤 就行 了 ， 绝 热 表 面 的 边界 条 件 对 应 于 不 
溶解 表面 的 边界 条 件 ， 而 保持 常温 的 表面 对 应 于 发 生 扩 散 的 可 溶 
解 表面 . 


特别 是 , 与 (51. 6) 相 类 比 ， 可 写 出 扩散 方程 下 列 形式 的 解 : 
on) = pr/4Dt). (58.17) 


大 在 ==0 时 刻 , 溶质 全 部 集中 在 原点 CM 是 溶质 的 总 质量 )， 则 上 
式 可 给 出 任何 时 刻 溶 质 的 分 布 。 
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回 题 
试 确定 两 种 完全 气体 混合 物 的 压力 扩散 系数 . 
解 :我们 有 比 容 7V 一 kT Cn 十 m2) /7( 符 号 是 $57 第 二 个 附注 中 所 用 过 
的 ), 而 化 学 势 为 ? 
p=fi(P, T) FTIn— Oo—, 








ni 十 7 
一 bin 一 22 
AP 一 加 (2 了 ) 十 a 相 
根据 
太一 CC 227112z 一 了 一 C， 


可 用 第 一 个 成 分 的 浓度 来 表示 数 mm 和 ?as， 利 用 公式 (58. 10) 进行 计算 , 得 出 


jp 一 (ma—m)e(1—0)| 二 2+ 二 | 
2 





§ 59. 流体 中 悬浮 粒子 的 扩散 

在 流体 分 子 运 动 的 影响 下 , 流体 中 悬浮 粒子 作 无 规 运 动 (所 谓 
布朗 运动 )， 设 初始 时 刻 有 一 个 这 样 的 粒子 处 于 原点 ， 我 们 可 以 
把 粒子 后 继 的 运动 看 作 是 扩散 ; 在 这 种 情况 下 , 任 一 特定 体 元 内 粒 
子 出 现 的 概率 就 代表 浓度 ， 因 此 , 为 了 确定 这 个 概率 , 可 利用 扩散 
方程 的 解 (58.17)， 能 够 这 样 处 理 的 理由 是 , 对 于 稀 溶液 中 的 扩散 
( 稀 深 液 即 ce<<1 这 时 的 扩散 方程 可 采用 (58. 16) 的 形式 ), 溶液 中 
诸 粒 子 相互 之 间 儿 乎 没有 什么 影响 ， 因 此 可 以 独立 地 研究 每 个 粒 
子 的 运动 ， 

设 w(7, 4r 为 时 刻 上 在 离 原点 为 > 与 ?十 tr 之 间 的 距离 上 
粒子 出 现 的 概率 .。 令 (58.17) 中 以/p=1, 并 乘 以 球形 薄 层 的 体积 
4xr*ad7, 我 们 得 


(D 见 Statistical Physics, § 92,Pergamon Press, London, 1958, (7. 
朗 道 ,E. M. 末 弗 席 兹 著 < 统 计 物 理学 > 杨 训 但 译 , 人 民 教 育 出 版 社 , 1964.) 
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w(r, t)ar = 2 二 /eXp(—7 /4DOr dr. (59. 1) 
现在 米 确定 时 刻 t 粒子 离开 原点 的 均 方 忠 离 。 我 们 有 
=| rwr, 1)dr. (59. 2) 
利用 (59. 1), 得 
r2 — 6Dt, (59. 3) 


因而 , 经 过 任 一 时 间 间 隔 , 粒子 所 通过 的 平均 距离 与 这 段 时 间 的 平 
方 根 成 正比 . 
流体 中 基 浮 粒子 的 扩散 系数 可 根据 所 请 动 性 系数 来 进行 计 
算 . 假设 有 某 个 不 变 的 外 力 f( 例 如 重力 ) 作 用 在 粒子 上 .在 定常 
状态 下 ， 作 用 在 每 个 粒子 上 的 外 力 必 定 被 流体 施加 在 运动 粒子 上 
的 阻力 所 平衡 ， 在 速度 很 小 的 情况 下 ,阻力 与 速度 成 正比 , 比如 说 
等 于 加 /5, 这 里 6 是 常数 ， 让 这 个 阻力 与 外 力 了 相等 得 
v=bf, (59. 4) 
即 在 外 力作 用 下 ， 和 粒子 所 获得 的 速度 与 外 力 成 正比 。 常 数 5 了 称 为 
动 性 系数 , 原则 上 它 可 由 流体 动力 学 方程 算出 .例如 , 对 半径 为 BR 
的 球形 粒子 ,阻力 是 6x7Rv( 见 (20.14)), 所 以 动 性 系数 为 
b=1/6rnR. (59. 5) 
对 干 非 球 形 粒 子 , 阻力 与 运动 方向 有 关 ; 它 可 写成 airv4 的 形 
式 , 这 里 ga,s 是 对 称 张 量 ( 见 (20. 15))， 为 了 算出 动 性 系数 ， 必 须 
对 粒子 的 所 有 方位 取 平 均 ; 若 ai，az，9s 是 这 个 对 称 张 量 的 主 值 ， 
则 有 
= Be 
动 性 系数 5 只 与 扩散 系数 了 D 有 关 . 为 了 导出 这 个 关系 ， 我 们 
写 出 扩散 通 量 i, i 包含 由 浓度 梯度 引起 的 普通 项 一 pDVc( 设 温度 
为 常数 ), 还 有 一 项 与 粒子 在 外 力作 用 下 所 获得 的 速度 有 关 ， 这 一 
。255 。 





项 显然 是 pcv。 于 是 
i=—pDvc-t pcbf, (59.7) 
土 式 中 已 用 了 (59. 4)， 在 热力 学 平衡 状态 下 ,没有 扩散 ,所 以 通 量 
1 应 为 零 ， 在 外 力 场 中 , 流体 中 甚 浮 粒 子 浓度 的 平衡 分 布 由 玻 耳 
公式 确定 , 根据 这 个 公式 
cE 
式 中 局 是 外 力 场 中 粒子 的 势能 ， 因 为 = 一 VU， 我 们 得 平衡 浓度 
梯度 为 Vc 二 cf/LT， 把 它 代 入 (59.7), 并 令 守 等 于 零 , 我 们 得 
~ D= £7TDb. (59. 8) 
这 器 症 扩 散 系 数 与 动 性 系数 之 间 的 爱 因 斯 坦 关系 ， 
把 (59.5) 代 入 (59.8)， 我 们 得 球形 粒子 扩散 系数 的 如 下 表 
达 式 
D=—kT/6nnB. (59. 9) 
除了 其 浮 粒 子 的 平移 布朗 运动 和 扩散 以 外 ， 我 们 还 可 以 研究 
粒子 的 旋转 布朗 运动 和 扩散 . 就 像 通 过 阻力 计算 平移 扩散 系数 那 
样 ， 同 样 可 以 通过 在 流体 中 作 旋 转运 动 的 粒子 上 所 受 的 力 来 表达 
旋转 扩散 系数 寅 . 


加 题 
问题 1， 设 一 些 粒子 在 流体 中 作 布 朗 运动 , 流体 的 一 面 以 平 壁 为 界面 ; 粒 
子 碰 到 平 壁 就 " 粘 附 ” 在 壁 上 ， 在 上 =0 时 有 -- 个 粒子 离 壁 的 距离 为 z， 试 求 
在 时 间 二 以 后 粒子 “ 粘 附 "于 壁 上 的 概率 . 
解 : 概率 分 布 w(xz, 1) (这 里 z 是 离 壁 的 距离 ) 由 扩散 方程 确定 ， 方 程 的 


D 若 ( 非 球形 ) 粒 子 悬 浮 在 有 横向 流速 梯度 的 平面 平行 流 束 中 , 则 作为 流体 动力 
学 定向 力 和 无 定向 布朗 运动 同时 作用 的 结果 , 可 建立 起 与 粒子 的 空间 方向 有 关 的 确定 
分 布 ， 对 于 栏 球形 的 粒子 , 这 个 问题 的 解 可 参看 A. Peterlin and H.A.,Stuart, Zei- 
tschrift fur Physik, 112,1,(1939), 
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雪蛤 打住 汶 3 一 0 处 一 0， 初 始 条 件 为 1 一 0 时 ww 一 6(x 一 320)， 这 样 的 解 由 
公式 (52. 4 给 时, 只 是 要 用 wD 和 5(7 一 Zo) 分 别 秆 换 式 帅 的 了,X 和 被 积 
商 数 中 的 Vo (x ’)， 于是 我 们 得 


Ne (Z 一 加 ) (z+ xo) ?1 
WN exp| 一 4Dt | exp | — 1D1 Bn , 
每 单位 时 间 内 粘 附 到 壁 上 的 概率 由 z 王 0 处 的 扩散 通 量 De 给 经 过 时 
闻 tz 所 要 求 的 概率 (1) 为 


w(t) 人 ( 竹 ) a 
将 名 代入 上 式 ,得 
w(t)=1-erflz, /2v Dt 1. 
问题 2， 设 经 过 一 售 时 加 间隔 tr， 流体 中 基 浮 的 粒子 绕 其 自身 轴线 转 过 
0 试 求 了 的 量 级 . 

解 : 作 布 衣 运 动 的 粒子 ， 移 动 相当 于 其 自身 线 度 a 的 距离 所 花 的 财 间 ， 
就 是 所 要 求 的 时 间 同 隔 r. 根据 (59. 3) 我 们 有 Tt~~@*/jD， 骨 由 (59.9) 得 只 一 
AT/na, 十 是 

T~N0 /kT, 


他 
人 
Oe 
~ 

€ 





第 七 章 表面 现 香 


8 60， 拉 普 拉 斯 公式 

在 这 一 章 里 ， 我 们 将 研究 两 种 连续 介质 分 界面 附近 发 生 的 现 
象 (当然 , 这 两 种 介质 实际 上 是 由 一 个 很 湾 的 过 渡 层 隔 开 的 , 但 过 
渡 层 很 湾 , 以 臻 我们 可 把 它 当 作 儿 何 上 的 一 个 盟 面 )， 在 分 客 面 契 
弯曲 的 ， 则 两 种 介质 中 曲面 附近 的 压力 是 不 同 的 .为 了 确定 这 种 
压力 英 ( 所 谓 表 面 压力 ), 我 们 考虑 到 分 界面 的 性 质 , 写 出 两 种 介质 
问 是 处 于 热力 学 平衡 状态 的 条 件 ， 

设 分 界面 作 一 无 穷 小 的 位 移 ， 我 们 在 移动 前 的 表面 上 每 一 点 
加 一 法 线 ， 以 64 表示 法 线 与 移动 前 和 移动 后 界面 的 两 交点 之 园 
法 线 线段 的 长 度 ， 于 是 这 两 个 面 之 间 的 体 元 是 6sd&1f， 这 里 呆 定 
面 苑 . 令 2 和 22 为 两 种 介质 内 的 压力 , 养分 界面 是 癌 介 质 2 位 移 
(比如 说) 则 把 66 看 作 是正 的 ， 央 而 实现 上 述 体积 变化 所 需要 的 
功 为 


(Cpt peaf. 


再 加 上 与 界面 面积 变化 有 关 的 功 ， 即 得 移动 界面 所 需 的 总 功 
0R， 后 一 部 分 功 与 界面 面积 的 变化 6f 成 正比 ， 且 为 6j, 这 里 w 
称 为 表面 张力 系数 ， 于 是 总 功 为 


(D 对 空气 和 水 的 界面 而 言 , 在 20°C 时 a 一 ?72.5 守护 ;对 室 气 和 石 并 的 界面 , 在 


20O 时 a = 二 24. 液态 金属 的 表面 张力 很 大 ; 例如 , 在 空气 和 水 银 的 界面 上 , 在 175"C 时 
a=547; 气 和 铀 的 界 画 在 2000°C 时 w =1820.， 液 氨 与 其 蒸汽 问 的 表面 张力 很 小 , 在 
一 2700 Ht a= 0.24., 


2388。 








6R=— | —p2) 56af + a6f (60. 1) 


当然 , 热力 学 平衡 的 条 件 是 68 为 零 . 

下 面 ， 令 EI 和 BR 为 寞 面 某 个 给 定 扣 处 的 主 曲率 半径 ; 检 及 
和 已: 指 回 介质 1 内， 就 把 它们 算 作 正 的 ， 因 此 ， 当 界面 经 过 一 a 
穷 小 的 位 移 后 , 务 面 和 主 截面 交 线 上 的 长 度 元 UU 和 als 分 别 得 到 
增 量 (651BR1)Uli 和 (65/1Rs)dls， 这 里 和民; 被 看 作 是 以 BI 和 
R, 为 半径 的 圆周 的 弧 元 ， 因 此 ， 面 元 df =dd1 经 过 位 移 以 后 
变 成 


dl (14 富 )al ( 语 六)~ ddls(114 委 + 完 )， 


好 面 元 改变 了 064Uf (1/R1 十 1/1R,)， 册 此 可 见 , 分 界面 面积 总 的 灾 
化 量 为 

61=|5( 训 + 起)af (60. 2) 

把 这 个 表达 式 代 入 (60. 1) 并 让 它 千 于 零 ， 我 们 得 平衡 条 件 的 
形式 为 

(3s! (p10) 一 a( 计 + 站 a=0. 
对 于 界面 一 切 可 能 的 无 穷 小 的 位 移 ， 即 对 于 所 有 的 656， 这 个 条 件 
都 必须 成 立 ， 因 此 大 括号 内 的 表达 式 必 须 恒 等 于 零 , 即 

pi 一 pe=( 襄 十 起) (60. 3) 

这 就 是 确定 表面 压力 的 拉 普 拉 斯 公式 ， 由 此 得 知 车 RR 和 RR 为 

正 ， 则 2 一 2 之 0. 这 说 明 频 表面 的 介质 中 压力 更 大 . 若 BR,=R， 

二 00, 即 分 界面 为 平面 , 则 如 我 们 所 预想 的 ,两 种 介质 中 压力 相同 . 

我 们 用 (60. 3) 来 研究 两 个 相 邻 接 的 介质 的 力学 平衡 ， 我 们 假 

变 分 界面 上 和 介质 本 身 都 不 受 外 力作 用 ， 利 用 公式 (60.3)， 我 们 
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可 把 平衡 方程 写成 
1 1 3 
RR 消 数 . (60. 4) 


因而 在 自由 分 界面 任何 地 方 ， 曲 率 之 和 一 定 是 常数 ， 若 整个 曲面 
都 是 自由 的 ,条件 (60.4) 表 明 该 曲面 必定 是 球面 (例如 ,小 滴 的 表 
面 ; 对 小 滴 而 言 ， 重 力 影响 可 以 略 去 ).。 但 若 曲 面 由 某 一 条 曲线 支 
绊 (例如 固体 框架 上 的 液 膜 ), 其 形状 就 比较 复杂 了 . 

当 条 件 (60. 4) 用 于 支撑 在 固体 框架 上 的 薄膜 的 平衡 状况 时 ， 
该 式 右 边 的 常数 必定 为 零 ， 因 为 在 薄膜 的 自由 面 上 ， 二 项 之 和 
1/R 十 1/PR 必定 处 处 相同 ， 而 在 薄膜 的 反面 必定 符号 相反 ,这 是 
由 于 老 一 面 是 凸 的 , 则 另 一 面 就 是 凹 的 , 所 以 曲率 半径 大 小 相等 符 
号 相反 ， 于 是 我 们 得 到 薄膜 的 平衡 条 件 是 

0 (60.5) 


现在 米 研究 重力 场 中 介质 表面 上 的 平衡 条 件 ， 为 简单 起 见 ， 

我 们 假设 介质 2 就 是 大 气 , 在 整个 界面 上 其 压力 可 当 作 常数 , 而 介 

质 1 是 不 可 扩编 流 体 ， 于 是 有 p= 常数 , 而 根据 (3.2) 流 体 的 压力 

为 书 = 常 数 一 pg9z, 坐标 = 的 正 向 锁 垂 向上， 因而 平衡 条 件 变 成 
hE 0 

RiR a ~ 荫 数 . (60. 6) 

应 该 说 明 , 为 了 确定 具体 情况 下 流体 表面 的 平衡 形状 ,通常 比 

较 方便 的 办 法 是 不 用 (60. 6) 形 式 的 平衡 条 件 ， 而 是 直接 求解 使 总 

自由 能 为 极 小 值 的 变 分 问题 ， 不 可 压缩 流体 的 内 部 自由 能 只 依赖 

于 流体 的 体积 ， 而 不 依赖 于 流体 表面 的 形状 ， 流体 表 面 形状 首先 

影响 表面 自由 能 |adf, 其 次 影响 外 力 (重力 ) 场 中 的 能 量 pg|za7. 

于 是 平衡 条 件 可 写成 
c| df 十 p9 |zar= 最 小 值 ， (60.7) 
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这 最 小 值 要 根据 条 件 
|av= 常 娄 (60. 8) 


来 确定 , 这 个 条 件 表示 流体 的 体积 是 不 变 的 . 
在 平衡 条 件 (60.6) 和 (60.7) 中 ， 常 数 &a,p 和 9 仅仅 以 /19yp 
的 形式 出 现 . 这 个 比 数 的 量 纲 是 厘米 *:，。 长度 
2a 
4 = (60.9) 
称 为 该 物质 的 毛细 常数 ©, 流体 表面 的 形状 仅 由 这 个 量 确定 . 若 
毛细 常数 与 介质 的 线 度 相 比 是 个 大 量 ， 则 确定 流体 表面 形状 时 可 
略 去 重力 . 

为 了 由 条 件 (60. 4) 或 (60.6) 求 得 流体 表面 的 形状 ， 我 们 需要 
有 能 定 出 表面 形状 的 曲率 半径 的 公式 . 这 些 公式 是 在 微分 几何 里 
得 到 的 ; 但 在 一 般 情况 下 , 这些 公 式 相 当 复 杂 . 当 曲面 与 平面 差别 
不 大 时 ， 这 些 公 式 可 大 大 简化 . 下面 我 们 不 用 微分 几何 的 一 般 结 
有 果 , 而 直接 导出 相当 的 公式 . 

设 z=6(x,) 是 这 个 曲面 的 方程 ; 我 们 假设 上 处 处 都 很 小 , 即 
曲面 与 平面 z= 二 0 差别 很 小 .大 家 知道 , 这 个 曲面 的 面积 由 下 列 积 
分 给 出 

A 3) +(%) drdy, 
或 对 于 小 的 5 值 ,由 下 式 近 似 给 出 

/| 2) 十 去 ( 劳 ) |ezay (60.10) 
变 分 f 是 


of 一 [党 2 3 dzrdy. 


CD 例如 ,水 在 20°C 时 ,a 二 0.122 厘米 ， 
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分 部 积分 得 
3 (( 2 .243- 3 )55dzdy， 





3z2 
将 上 式 与 (60.2) 进 行 比较 , 我 们 得 
i Ne 
让 二 让 = 一 (3 3 (C60. 11) 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 公式 ; 此 式 给 出 稍微 弯曲 曲面 的 曲率 之 和 . 

当 三 个 相 邻 接 的 介 原 处 于 平衡 时 ， 这 些 分 界面 的 条 件 是 在 三 
个 介质 的 公共 交 线 上 ,三 个 表面 张力 的 合力 为 零 . 这 个 条 件 表 明 ， 
这 些 分 界面 必定 以 一 定 的 角度 (所 谓 接触 角 ) 相 区， 这 些 角度 由 各 
个 表面 张力 系数 的 数 仿 确定 出 . 

最 后 , 我 们 来 研究 在 考虑 表面 张力 的 情况 下 , 两 种 运动 流体 交 
界面 上 所 必须 满足 的 边 寞 条 件 问 题 ， 如 果 不 计 表面 张力 ， 在 流体 
的 交界 面 上 有 

RiCO2in— O01ir) =0, 
这 表示 两 种 流体 表面 上 所 受 的 粘性 摩 按 力 相符 。 当 考虑 表面 张力 
时 : 必须 在 上 式 右 边 加 上 一 个 力 , 这 个 力 的 大 小 由 拉 普 拉 斯 公式 给 
出 , 方向 与 法 线 一 致 ， 


wste 一 mo 一 of 亏 二 让 jn (60. 12) 
这 个 方程 也 可 写成 
(一 pm oii) te) (60.13) 


在 两 种 流体 都 古 理 想 的 , 则 粘性 应 力 ai * 为 零 , 我 们 又 回 到 简单 的 
方程 (60. 3). 





(D 例如 参看 Statistical Physics, $145,Pergamon Press, London 1958. 
(JJ. .和 彰 道 ,E. M. 栗 弗 席 兹 著 ，《 统 订 物 理 党 >，8$ 140， 杨 训 恺 等 译 人 民 教 育 出 版 社 ， 
1964. ) 
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但 条 件 (60.13) 仍 然 不 是 最 一 般 的 表达 式 ， 原 因 在 于 整 个 表 
而 上 的 表面 张力 系数 < 不 可 能 是 一 个 党 数 ( 例 如 , 出 二 温度 变化 ). 
因 调 除了 法 向 力 以 外 (如 是 平面 , 则 表面 法 问 力 为 零 ), 还 有 一 个 与 
表面 相 切 的 力 。 正 如 压力 不 均匀 情况 下 ， 单 位 体积 上 有 一 个 体积 
力 一 Vp( 见 $2) 一 样 ， 这 里 分 界面 单位 面积 上 有 一 个 蕊 向 力 了， 
二 Va， 这 时 ,我们 取 正 的 梯度 ， 因 为 表面 张力 倾向 于 使 表面 面积 
减 小 ; 而 压力 侨 向 于 使 体 祖 增 大 ， 把 这 个 力 加 到 方程 (60.13) 的 布 
边 , 我 们 得 边界 条 件 


1 ’ ga 
I -a( 计 + 十 ) | =— (O01,it— O21) NL. ar (60. 14) 


这 里 单位 法 向 矢 基于 是 指向 介质 1， 应 注意 ， 这 个 条 件 只 能 为 粘 
性 流体 所 满足 ; 在 理想 流体 中 , 01 :一 0, 则 方程 (60.14) 的 左边 是 沿 
法 线 方向 的 矢量 ， 而 这 时 右边 是 沿 苇 线 方向 的 矢量 ， 当 然 两 边 不 
能 相等 , 除非 两 边 都 为 零 ;但 后 一 种 情形 是 没有 意义 的 ， : 


i5] 题 
问题 1， 设 液体 薄膜 由 两 个 圆 框 所 支撑 ， 两 圆 框 的 平面 互相 平行 ,两 园 
心 在 垂直 十 闻 框 平面 的 直线 上 , 试 确定 液体 薄膜 的 形状 ， (图 31 中 实 线 表示 
这 个 薄膜 的 子 牛 截 线 .) 

- 解 : 这 个 问题 相当 于 寻求 一 个 面积 为 极 小 值 的 曲面 , 这 个 曲面 可 以 用 遂 
过 两 给 定点 4 和 8B 之 加 的 曲线 7 一 7(%) 绕 直 线 7 一 0 旋转 而 成 ， 这 个 旋转 昌 
外 的 面积 是 

Wk 








f=27| yg dz, 
我 们 知道 
( Lr, sat 
人 


形式 的 积分 的 极 小 值 由 方程 一 一 常数 定 出 ， 在 现在 情况 下 , 此 式 给 出 


Kt yo ( 字 ， 
由 此 式 积分 , 我 们 得 


2 一 C 
YY 一 Cl cosh 一 -一 ， 


因而 , 所 去 求 的 曲面 ( 称 甚 链 曲面 ) 由 -~… 条 其 链 线 旋转 耐 成， 常数 cf 和 cs 的 
选择 应 使 曲线 7(z) 通 过 给 定点 4 和 BB，6; 的 数值 只 依赖 于 z 轴 上 上 上 原点 的 选 
择 ， 但 对 于 销 数 cl, 我 们 求 得 两 个 值 , 而 必须 选 寂 较 大 的 -个 ( 较 小 的 一 个 不 
能 给 出 上 述 积 分 的 极 小 值 ). 

当 两 框 则 的 距离 和 增加 到 某 个 值 时 ， 求 常数 et 的 方程 不 组 有 实 根 ， 对 
于 更 大 的 值 , 只 有 当 每 个 圆 框 上 构成 一 片 薄 膜 上 时 , 形状 才 是 稳定 的 .例如 ， 
对 玫 半 和 从 情 相等 的 两 个 回 框 , 当 距 离 h>>1.33R 时, 这 种 县 链 上 曲面 的 形状 就 不 

能 出 现 了 ， 

问题 2， 设 流体 处 于 重力 场 中 ， 一 面 以 铅 垂 的 平 壁 为 边界 ， 流 体 与 璧 的 
炎 角 为 0( 图 32), 试 确定 流体 表面 的 形状 ， 

解 : 我 们 取 坐 标 轴 如 图 32 所 示 。 平面 zx 一 0 是 平 壁 的 平面 ， 而 4 二 0 是 
远离 半壁 处 流体 表面 的 平面 . 表面 z==z(z) 的 曲率 半径 是 R=0%，R,= 
一 (1 十 z 2342712 0 所 以 方程 (60.6) 变 成 

如 一 一 常 数 ， (1) 
这 里 4 是 毛细 常数 ， 因 为 x 二 0 时 ,应 有 z=0,1/R,=0, 所 以 , 式 () 右 边 的 
当 数 为 零 ， 以 上 方程 的 一 次 积分 为 
1 22 
A 4 二 (2) 
根据 无 穷 远 处 的 条 件 (z= ce 处 ， 2 我 们 得 4 二 1， 二 次 积分 为 


8 二 ov/ 2 一气 上 Xeo ， 








7 i h- :~ 
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常数 zo。 的 选择 应 使 得 在 (z 一 0) 台面 上 , 有 2 一 一 ctgg, 或 按 (2). 一 和 这 时 
1 一 av 1 一 sin0 是 流体 沿 辟 面 土 升 的 高 度 . 

问题 3， 设 液体 在 两 块 锅 垂 的 平行 | 
平板 间 上 升 ， 试 确定 液体 表面 的 形状 
(图 33) . 

， 解 ， 我们 取 yz 平面 位 于 两 个 平板 
的 正中 间 ， wy 平面 与 远离 平板 处 的 流 
体 表 面相 重合 ， 问 题 2 中 的 方程 (1) 给 
出 了 平衡 条 件 ， 因而 它 在 流体 表面 上 图 33 
(两 板 之 间 和 两 板 之 外 ) 处 处 成 立 , 现在 在 方程 (1) 中 应 用 *= co 处 的 条 件 , 也 


a es ， We 1 ] 
给 出 常数 为 零 ， 在 共 积 分 式 (2) 中 ， 现在 常数 4 对 |z! 二 5d 和 ba re 





不 同 的 (在 [7| 一 本 处 , 二 数 zs(z) 有 间 断 ) 对 于 两 板 之 阿 的 空间 ， 条 件 足 


* 一 0 处 z=:0; x 一 二 d 处 z 一 ctg0, 这 里 9 是 接触 角 ， 根 据 (2), 对 高 度 zs 一 


2(0) 和 和 2; 一 2 (二 而 点， 我 们 有 一 av 4 一 1,z1 一 QV A 一 sing， 对 (2) 


积分 可 得 
和] a? a QV 和 CS 二 了 cosE 
Nr 一 :一 -一 一 一 人 2 一 一 -一 一 一 一 “ a 
I . | VA—cosé 时 
他 2 
这 里 三 旺 一 个 新 的 恋 量 , 与 z 的 关系 是 2 一 avV 4 一 cos 上 5 这 是 椭圆 积分 , 不 
能 用 初等 函数 类 示 , 常数 4 由 条 件 + 一 也 d 处 2 一 21, 或 











a COSE 
I MV A—eost 


求 得 ， 上 面 得 到 的 公式 给 出 了 两 板 之 间 的 空间 内 流体 表面 的 形状 ， 当 4-> 0 
时 ，4 趋 于 无 穷 大 ， 因 此 对 于 d<a 情形 , 我 们 有 


dé 


a 人 a 
a~ 二 | cosédé = Fos0, 


“0 
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A= (g/d’) cos’0. 
谍 休 上升 的 高 麻 征 
zo £1 (0? fd) cosD; 
当然 , 这 个 公式 也 可 直接 求 得 . 
问题 4， 设 有 一 受热 不 均匀 的 流体 薄 层 紧 贴 在 一 个 水 平 固体 平面 的 表面 
上 ;在 流体 薄 层 的 平面 内 , 温度 是 坐标 z 的 某 个 已 知 国 数 , (因为 流体 层 很 薄 ) 
可 以 假设 与 穿 过 流体 层 的 坐标 z 无 关 ， 受 热 不 均匀 引起 薄 层 内 发 生 定常 流 ， 
因此 在 Y 方向, 沾 层 的 厚度 6 也 就 发 生变 化 , 试 求 国 数 5(z)， 
解 : 流体 的 密度 和 表面 张力 a 以 及 温度 都 是 zx 的 已 知 函 数 ， 流 体 压 
力 7 一 po 十 P9(6 一 z), 这 里 po 是 大 气压 (自由 面 上 的 压力 ); 由 表面 弯曲 引起 
的 压力 变化 可 脱 去 不 让 。 我 们 假设 清 层 中 琉 体 各 点 的 速度 都 与 zx 加 平行 , 运 
南方 程 为 


2 [2 一 -| 
Mai gx dz dx 中 


在 固 们 表面 上 上 (z=0)， 有 v= 二 0;， 而 在 自由 面 上 {2 二 6)， 必 须 满足 边界 条 件 
(60.14)， 在 目前 情况 下 就 是 7(dz/qz);=-e 一 da/dxz， 对 方程 届 ) 进 行 积 分 并 
使 用 这 些 边 界 条 件 , 我 们 得 


Wt 5. (2) 
因为 流动 是 定常 的 , 通过 湾 层 截面 的 总 质量 通 量 应 为 堆 , 即 


| | 2025-= 0。 


- 


将 (2) 式 代入 , 我 们 得 


RE EAP lada 
3 dz 4 dr 9 drs’ 


此 式 可 确 完 函 数 5(z)， 积 分 所 即 得 
2 一 3p -24 1-vde 十 常数 | (3) 
车 温度 (因而 p 和 a) 只 有 微小 的 变化 , 则 (3) 可 写成 
pi 374 ER 
6 人 (29) Tpg (a Co)， 
这 里 如 是 p= po 和 wx= au 那 一 点 上 《的 值 ， 
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8$ 61， 表 面 张力 疲 

在 重力 的 作用 下 和 在 表面 张力 的 作用 下 ， 流 体 的 天 面 都 倾向 
于 形成 平衡 形状 ， 在 8$ 12 和 8 13 中 研究 流体 表面 波 的 时 候 , 我 们 
没有 考虑 表面 张力 ， 下 面 我 们 将 看 到 ， 毛 细作 用 对 小 波长 的 重力 
波 有 很 重要 的 影响 ， 

像 8 12 中 那样 , 我 们 假设 振动 的 幅度 与 波长 相 比 是 个 小 量 . 
关于 速度 势 , 和 以 前 一 样 有 方程 

大 = / 

但 现在 流体 类 面 上 的 条 件 是 不 同 的 ， 即 表面 两 侧 的 压力 差 不 再 像 
$12 中 那样 假设 为 零 , 而 是 由 拉 普 拉 斯 公式 (60. 3) 给 出 . 

我 们 用 E 表示 表面 上 点 的 z 坐标， 因为 上 很 小 ， 我 们 可 以 利 
用 表达 式 (60, 11), 并 把 拉 普 拉 斯 公式 写成 
这 里 了 是 贴近 表面 的 流体 压力 ,， po。 是 恒定 的 外 压力 ， 由 (12. 2) 





PpP—Ppo=—& 


1 


p=—p96—p20, 
将 上 式 代 换 前 一 式 的 p,， 得 
og 32 CE Da? Ee a 
pge tT pae— en go 0 
由 于 § 12 中 所 说 的 同样 理由 , 如 果 把 4% 重 新 定义 一 下 , 我 们 可 以 去 
挥 常数 mo， 把 上 式 对 上 求 导 数 , 并 用 ag 1az 代替 319 我 们 得 
关于 势 加 的 边界 条 件 
36 9¢ 39/9 FG\ 
PI Pap Tay )=0, 
对 z 王 0. (61. 1) 
我 们 米 钙 究 沿 x 轴 方 向 传播 的 平面 波 . 像 312 中 一 样 ， 我 
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们 得 
$= Ae*r:cos (kr— wt) 
形式 的 解 。 根据 边界 条 件 (61. 1), 于 是 求 得 与 @ 的 天 系 为 
w= gb+i+ak’/p, (61. 2) 
由 此 看 出 , 对 于 像 
1<<vpog/a 或 1/a 
这 样 的 长 波 ( 这 里 a 是 毛细 常数 ), 毛 细作 用 的 影 啊 可 上 略 去 不计 , 而 
成 为 纯 重 力 波 ， 反 之 ， 在 短波 长 的 情况 下 ， 重 力 的 影响 可 略 去 不 
计 ， 于 是 
w= 0831/0D。 (61. 3) 
这 样 的 波 称 为 表面 张力 波 或 涟 波 . 中 间 情 形 的 波 叫 做 表面 张力 重 
力 波 . 

我 们 再 来 确定 在 表面 张力 作用 下 ， 不 可 压缩 流体 球形 小 冯 振 
动 的 性 质 ， 振 动 使 小 闹 表 面 偏离 球形 ， 像 通常 一 样 ， 我 们 假设 振 
动 的 幅度 很 小 

我 们 从 确定 一 个 表面 稍微 偏离 球面 时 的 和 数 1/8, 十 1/R, 开 
始 ， 在 这 里 我 们 按照 推导 公式 (60. 11) 的 办 法 玉 进行 在 球 坐 标 
7 0 9 了 中, 用 归 数 7 二 7(0,9$) 给 出 的 表面 面积 为 


上 1 /gr ， 
f=| [Vr a (%) tr 入) rsingd0d$. (61.4) 
球面 由 7 三 常数 震 & 表示 (这 里 二 是 球 的 半径 ); 而 相近 的 表面 用 
7 二 RR 十 6 表示 ,这 里 6 是 个 小 量 ， 把 它 代 入 (61. 4), 我 们 得 


f=| | (BR+)?+ 广 加 和 %) tr BS) | singd0ag. 
我 们 来 求 当 上 变化 时 这 个 面积 的 变 分 6f。 于 是 有 








中 在 本 池 后 面部 分 , 我 们 用 乡 表示 方位 角 , 而 用 乡 表 示 速 度 势 。 
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人 oeé 906 1 96 906 1 ; 
of = 上 上 12(E T0606 7 90 汪 sin20 36 3 全 hs 


将 第 二 项 对 4 进行 分 部 积分 ,第 三 项 对 上 分 部 积分 ,我们 得 


sf=| [ 20 nn 0) 
1 
sin20 3 
寿 将 大 括号 内 的 表达 式 除 以 RCR 十 22)， a C60. 2)， 这 样 得 到 
的 被 积 国 数 中 


3 sinGagag. 


O00f 0ER(R -26) sinbd0d0 
的 系数 就 是 所 要 求 的 曲 闪 之 和 , 它 精确 到 的 一 次 方 项 ， 于 是 得 
R R, RE 天 Rilsin:0 30 
tg) (61.5) 
式 中 第 一 项 对 应 于 球面 , 即 Ri 二 f= 二 BR。 
速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 
A =0 
并 且 在 ?= 处 有 类 似 干 平面 表面 情形 中 的 边界 条 件 ， 


a 2 2 | 1 ee 96 
7 +% 治 Ri Ri sing 36 sin036 ) 





1 
sin20 | Tho = 


肖 数 po 十 2a/ 尽 也 可 略 去 ; 将 上 式 对 了 求 导 数 ， 并 令 96/9t 一 v， 
二 9$/97, 最 后 得 关于 的 边界 条 件 


a» oy gy 3 3a» 
Pp gat? 一 吕 j23 Fy tp (in 0 ) 
1 9 
C0 ag? 经 = 对 7 二 h. (61. 6) 
我 们 寻找 下 列 驻 波形 式 的 解 : 


十 一 一 一 
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区 一 e 700) 
里 阴 数 了 满足 拉 普 拉 斯 方程 Af 一 0。 大 家 知道 ， 拉 普 拉 斯 方程 
a 
TY ,mn(O, $) 
的 线性 组 合 , 这 里 了 1,(9, $) 是 拉 普 拉 期 球 调和 函数 : 
Yn(0,$)= P(ecos0)e'™s 
这 里 
Pr*(cos0)= sin"0d™P,(ecos0)/d(cos0)™ 
是 所 谓 连 带 勒 让 特 函数 , P,(cos9) 是 1 阶 的 勒 让 特 多 项 式 . 大 家 知 
道 ,? 取 零 以 上 的 所 有 整数 值 , 而 么 取 值 0, 土 1, 十 2,…: 十 民 
因此 , 我 们 寻求 这 个 问题 下 列 形式 的 特 解 
$=Ae '* riPr(cos0)e'™s, (61.7) 
频率 o 应 使 边界 条 件 (61.6) 能 得 到 满足 ,将 表达 式 (61,.7) 代 入 
(61. 并 ee Yim 油 足 


和 1 Y jm 
tg ot! + DYin=0, 


(sing 








二 %( 
的 事实 , (消去 ) 我 们 得 
pot 2 (to 


或 


pR’ 


这 个 公式 给 出 球 滴 表 面 张力 振动 的 本 征 频 率 ， 我 们 看 出 ， 
频率 只 依赖 于 i， 而 不 依赖 于 m。 但 对 一 给 定 的 1 却 有 2l+1 个 
不 同 的 销 数 (61.7) 相 对 应 . 于 是 (61. 8) 的 每 一 个 频率 都 对 应 于 27 
十 1 个 不 同 的 振动 . 具有 同一 频率 的 几 个 独立 振动 称 为 简 并 振动 ; 
在 目前 情况 下 , 我 们 有 (27 十 1) 重 简 并 ， 

右 ! =0 和 1!=1, 表达 式 (61.8) 变 为 零 。 值 7 =0 对 应 于 径 向 
"300， 


(61. 8) 





振动 , 即 对 应 于 小 滴 的 球 对 称 脉动 ; 在 不 可 压缩 流体 中 , 这样 的 振 
动 显然 是 不 可 能 的 ， 对 应 于 ?= 的 运动 就 是 小 消 整 个 地 乎 动 .小 
滴 振动 最 小 可 能 的 频率 对 应 于 i=2, 并 且 起 
80 
Cmin 一 ph (61. 9) 
当 烙 性 流体 注 层 沿 馈 垂 的 壁 向 下 流动 时 ， 会 看 到 一 种 由 表面 
张力 引起 的 独特 波动 . 卡 皮 查 已 经 指出 : 这 种 波动 一 定 是 由 于 在 
较 小 志 诺 数 时 出 现 的 基本 流动 的 不 稳定 性 引起 的 包 . 
5] RE 
问题 !， 设 企 深 度 为 的 流体 表面 上 有 表面 张力 重力 波 , 试 求 这 种 波 的 
频率 与 波 数 的 关系 . 
解 : 把 区 = 4cos (8z 一 Oft) coshk(z 十 h) 代 入 条 你 (61.1)( 见 $12 回 题 1)， 
我 们 得 
w= (gk+ak’/p)tanhekh. 
对 十 对 之 1 情形 , 我 们 又 回 到 公式 (61. 2), 而 对 于 长 波 (kh&1) 我 们 有 
02 一 ghk?+ ahk!/p. 
问题 2， 试 求 表面 张力 波 的 阻尼 系数 
解 : 把 (61. 3) 代 入 (25. 5), 我 们 得 
- es 2700473 


n pl/3a2/3° 
问题 3， 在 考 虚 表面 张力 的 条 件 下 , 试 求 重力 场 中 水 平 切 向 间断 稳定 性 
的 条 件 ( 假 设 间 断面 两 边 是 不 同 的 流体 ). 
解 : 设 U 为 上 层 流 体 相对 于 下 层 流体 的 速度 ， 我 们 在 基本 流动 上 咎 加 
沿 水 平方 向 周期 性 的 扰动 , 并 寻求 下 列 形 式 的 速度 势 
$= 4ekzoos (kz— wt) 在 下 层 流 体 中 ， 
二 Ae rzcos (kz 一 wt)--Uz 在 上 层 流 体 中 。. 
对 于 下 层 流 体 , 在 间断 而 上 有 


ee a ee Rm EE a a 


@ 见 I 了 I. J. Karmmia, x3T0 18, 3, (1948)。 
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这 里 6 是 间断 面 的 铅 垂 坐标 ; 而 对 于 上 层 流 体 
_90” 196 ,96 


2 一 一 一 一 = 下 


92 27 231 
间断 商 上 两 种 流体 内 压力 相抵 的 条 件 是 
pO + pgs—ad 一 029 十 0 人 十 二 (2 
在 展开 表达 式 " ?一 VU? 时, 只 需 保 留 4 的 一 阶 项 ， 我 们 寻求 ， 
C=asin (KZ 一 GOt ) 
形式 的 位 移 5， 把 8,8 和 5 代入 上 面 三 个 条 件 , 并 取 z=0, 我 们 得 到 三 个 方 
程 , 从 中 消去 w 4 和 4', 得 
kpU | frgp—p) KppU , a 
pp YY ‘pttp (p+p')* p+p’ 
为 了 使 上 式 对 所 有 的 都 是 实数 , 必须 有 
U‘<4ag(p— Bp 


D2D'2 
pp 














震 这 个 条 件 不 成 立 , 则 有 复数 @%, 其 虚 部 为 正 数 , 因而 运动 就 是 不 稳定 的 ， 


8 62， 吸 附 膜 对 液体 运动 的 影响 
在 流体 表面 上 存在 吸附 物质 的 薄膜 ， 对 表面 的 流体 动力 学 特 
性 会 有 重要 影响 ， 原 因 是 ， 当 表面 形状 随 着 液体 运动 而 发 生变 化 
a NR i 2 
这 些 变 变化 要 引起 某 种 附加 的 力 ， 这 种 力 必 须 加 到 自由 面 的 边界 条 
i 
只 研究 不 溶 于 该 液体 的 物质 的 吸附 膜 ， 这 意思 是 说 ， 吸 
PR pit ie tt mi Wa 
溶 的 , 则 必须 考虑 在 薄膜 浓度 发 生变 化 的 情况 下 , 薄膜 与 液体 体积 
之 间 的 物质 扩散 . : 
在 有 了 吸附 物质 的 情况 下 ， 表 面 张力 系数 4 是 吸附 物质 表面 浓 
度 ( 单 位 表面 面积 的 物质 质量 ) 的 函数 , 我 们 用 ? 表示 表面 浓度 . 其 
7 沿 大 表面 是 变化 的 ， 则 系数 a 也 是 表面 上 各 点 坐 你 的 国 数 ， 所 
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以 液体 表面 上 的 边 务 条 件 包含 有 一 个 切 回 力 ,我 们 在 $ 60 的 末尾 


己 讨 沦 过 这 种 力 ( 方 程 (60.14))， 在 目前 情况 下 ,，% 的 梯度 可 用 表 
面 浓 度 梯度 表示 , 所 以 作用 在 表面 上 的 切 向 力 为 
ji 一 (ca/ap)V? (62. 1) 


在 $60 中 曾 说 过 , 计 入 这 种 力 的 边界 条 件 (60.14) 只 有 粘性 流体 
才能 请 足 .由 此 可 知 , 如 果 液 体 的 粘性 系数 很 小 , 而 且 对 所 研究 的 
现 家 并 不 重要 , 则 在 这 样 的 情况 下 , 就 没有 必要 考虑 薄膜 的 存在 . 
为 了 确定 有 薄膜 覆盖 的 流体 的 运动 ， 除 了 利用 运动 方程 以 及 
边 刘 条件 (60.14) 以 外 ,我们 必须 再 加 上 一 个 方程 ， 因 为 现在 有 另 
一 个 未 知 量 , 即 面 浓 度 x”， 这 个 新 增加 的 方程 就 是 “连续 方程 ”, 它 
表示 湾 膜 中 吸附 物质 的 总 量 不 变 。 这 个 方程 的 具体 形式 依赖 于 下 
面 形状 .车 表面 是 平面 , 则 这 个 方程 显然 是 : 


Gy) ,927) ,999) 
30 gr 十 9y = (62. 2) 


这 里 所 有 的 量 都 取 表面 ( 取 作 xy 平面 ) 上 的 值 . 

右 溥 膜 可 假设 为 不 可 压缩 的 ， 也 就 是 假设 运动 过 程 中 薄膜 任 
一 面 元 的 面积 都 保持 不 变 ， 则 有 吸附 膜 覆盖 的 液体 运动 问题 的 解 
将 得 到 大 大 简化 . 

吸附 膜 在 流体 动力 学 方面 起 重要 作用 的 一 个 例子 是 讨论 气泡 
在 粘性 流体 中 的 运动 车 气泡 表面 上 没有 什么 膜 ， 则 气泡 内 的 气 
体 也 会 发 生 运动 ， 于 是 液体 作用 在 气泡 上 的 阻力 就 与 作用 在 同样 
半径 国体 球 上 的 阻力 不 同 ( 见 $ 20 问题 2)， 但 若 气 泡 上 包 着 一 层 
吸附 物质 的 膜 ， 则 由 对 称 性 可 知 ， 当 气泡 运动 时 薄膜 显然 保持 不 
动 。 因 为 薄膜 内 的 运动 如 果 是 沿 着 气泡 表面 的 子午 线 进行 的 话 ， 
结果 物质 就 会 不 断 地 向 一 个 极点 京 集 (这 是 由 于 吸附 物质 不 渗入 
该 体 或 气体 )， 当 然 这 是 不 可 能 的 . 除了 薄膜 的 速度 以 外 , 气泡 表 
面 上 的 气体 速度 也 必须 为 零 , 并 且 由 于 这 样 的 边界 条 件 , 气泡 里 面 
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的 气体 也 必须 完全 静止 ， 于 是 有 游 模 种 盖 的 气泡 就 像 固体 球 一 村 
运动 , 特别 是 , 它 所 受 的 阻力 (对 于 小 雷诺 数 情形 ) 由 斯 托 克 斯 公式 
给 出 ， 这 个 结果 是 列 维 奇 得 到 的 ， 下 列 < 问 题 > 的 解 也 是 他 给 出 
的 @， 


问 题 

问题 1， 设 尖 个 容器 由 一 条 深长 的 深 道 相连 , 尝 道 的 平面 辟 相互 平行 ， 
宽 为 a 长 为 1， 在 这 个 系统 中 的 液体 表面 上 覆 有 一 个 豚 附 腊 ， 两 个 容器 中 洲 
膜 的 面 浓 度 ? 和 ?> 是 不 同 的 ， 这 使 洪 道 中 液体 表面 附近 发 生 运动 ， 试 求 
由 这 种 运动 所 输 运 的 薄膜 物质 的 数量 . 

解 : 我 们 取 炬 道 的 一 个 平面 器 为 zz 平面 , 液体 的 表面 为 zg 平面 ， 所 以 
z 轴 是 沿 着 洪 道 的 ; 液体 是 在 z=<0 的 区 战 内 ， 因 为 没有 压力 梯度 , 所 以 定常 
流 方程 为 ( 见 § 17) : 


322 929 
和 二 


这 里 2 吓 液 体 流速 , 显然 是 滞 x 轴 方 向 ， 沿 熔 道 有 浓度 入 度 g7 /dx， 在 渠道 
中 液体 的 表面 上 , 我 们 有 边界 条 件 


过 对 z 二 0 (2) 
在 渠道 鉴 上 , 液体 必须 静止, 即 
?二 0 对 y=0: 和 y=6 (3) 
假设 渠道 的 深度 为 无 穷 大 , 所 以 有 
0 对 =z->… co a 


满足 条 件 43) 和 (4) 的 方程 (1 的 特 解 为 


D» 一 常数 Xexp| 2 eS 上 in 


其 中 即 为 整数 条件 (2) 由 总 和 








一 一 一 


QD 更 详细 的 讨论 见 B.T. JeBnHy, Bus3uno-Xunuriecran Tudpoouno ura, Hen. 
AH CCCP(1952). 
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orp | Set Des ein Cnt Dy 
Se a 
nn dx (272 十 了 


N=0 


所 满足 。 单 位 时 间 内 所 输 运 的 薄膜 物质 的 数量 为 


@ 一 -| YL2jz==od3 一 (os 上 


运动 是 治 a 增加 的 方向 发 生 的 ， 沿 着 渠道 8 值 显然 应 为 常数 ， 因 此 我 们 可 
写成 





pS 一 常 池 数 三 了 | | ?da， 


这 里 Qi 二 a(y1), az 一 C(? 2), 我 们 假设 有 a1 六 a.. 二 是 最 后 得 


8a? = 
(mr 有 yda=0.27 | yada, 


问题 2， 设 在 覆 有 吸附 膜 的 液体 表面 上 有 表面 张力 波 ， 试 求 这 种 波 的 阻 
中 系数 . 

解 : 若 液 体 的 粘性 系数 不 太 大 , 则 液体 作用 在 薄膜 上 的 ( 切 向 ) 伸 张力 就 
不 大 , 因此 可 以 把 薄膜 看 作 是 不 可 压缩 的 .这样 , 我 们 在 计算 能 量 耗 散 时 , 就 
可 认为 似乎 在 散 是 在 固 壁 上 发 生 的 ， 即 根据 公式 (24. 14) 来 计算 。 把 速度 势 
写成 如 下 形式 , 即 

$= beitr-iote-ks 


得 表面 上 单位 面积 的 耗 散 为 
五 动 一 —V Lpnoltg, | 





= pridz—3plkgl’/k. 
利用 (61. 3) 得 阻尼 系数 为 


六 和 S71/2 ~ 
2 区 CQ1/30D 176 2 2 2 


这 个 量 与 纯 尘 表 面 上 表面 张力 波 阻 尼 系 数 ($61 问题 2) 之 比 是 
1 (路 1 74 
4 2\kn) 
。305 。 





只 要 波 兵 不 是 非常 小 , 这 个 比值 与 1 相 比 就 是 个 大 量 ， 因 此 ， 站 体 表面 上 有 
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